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1. GRUP, COS, ESPAI VECTORIAL, ALGEBRA.

GRUP: (G,*) conjunt G amb operaci6 interna * amb les propietats:
1) Associativa: Va,b,c € G:(a*b)*c=a*(b*c).
2) dneutre eeGla*e=a, Vaei.
3) YaeG, 3 imers a'laxa' =e.

Si * és commutativa: (a*b)=(b*a), Va,b €G el grup es diu que és abelia.

COS: (K,+,-) conjunt K ioperacions +, znternes amb les propietats:
1) (K,+) grup abelia (amb neutre: ¢).
2) (K—{e},) grup abelia.
3) = es distributiva respecte +: Va,b,c€ K:a-(b+c)=a-b+a-c.

0 neutre respecte + —a :invers de  respecte de +
Notacio: escriurem

1 .
I neutre respecte - a  :invers dea respecte de -

ESPAI VECTORIAL: E ¢és un espai vectorial sobre K si:

1) (E,+) grup abelia (anomenarem zectors als seus elements).

2) (K,+,) cos (anomenarem escalars als seus elements).

 KxE—>E
3) Tenim una operacio: (1,3)> 1

amb les propietats:
h  Ald+b)=4a+ib.

ii) (A+u)a=2a+a.

iy Apd)=(2-p)a.

1v) la=a
0 neutre de E —a=inversdea
Notacid: escriurem <0 neutre de K respectede+ {—A:invers de A respecte de +

I nuetre de K respecte de- A invers de A respecte de -
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ALGEBRA: E és una algebra si:

1) E és un espal vectorial sobre K.

ExE—E
2) Tenim una operacié interna ( B) oL distributiva (pels dos costats)
do(b+ )=a b+doc
respecte de la suma de vectors ~
d+bloc=doc+bod

Si o és associativa: algebra associativa.
Si o és commutativa: algebra abeliana.
Si 3 neutre respecte de o: algebra amb unitat.

2. ESPAIS VECTORIALS (GENERAL).

E: espai vectorial sobre K.

SUBESPAI LINEAL: E'c E és un subespai lineal de E' si és espai vectorial respecte
les mateixes operacions.

E'éssubgrupde E

Aixd equival a dir
o cquivala At que {WeK:/LE'eE’(ésadir,siaeE’:s/laeE’)

HOMOMORFISMES ENTRE ESPAIS VECTORIALS: Siguin E,FF dos espais
vectorials sobre e/ mateix cos K, diem que laplicacié f:E—>F és un homomorfisme si

{va,ﬁ cE: fla+b)= s@)+ /(b)
VieEVieK: f(1a)= A (a)

- Isomorfisme=homomorfisme bijectiu.

- Considerem el conjunt dels Homomorfismes de E sobre F, on hi definim les
operacions:

{suma S+ @)= @)+ @)
producteper escalar: Af : (A7 @)= Af(3) (1eK)

Aquestes operacions estan ben definides, és a dir, ( f+f ') 1 (ﬂf ) s6n també homomorfismes
(demostraci6 trivial).

El conjunt dels homomorfismes de E sobre I amb les operacions definides és un espais
vectorial sobre K que denotarem per Hom(H, F).

(Demostraci6 trivial)



mailto:oscaralex@funciogamma.edu.pl

I. ELEMENTS D’ALGEBRA LINEAL oscaralex@funciogamma.edu.pl

ENDOMORFISMES DINS UN ESPAI VECTORIAL: un endomorfisme de E és un
homomotfisme de E sobre FE.

El conjunt d’endomorfismes de E és un espai vectorial sobre K que denotarem per
End(E).

- Producte d’endomorfismes: Donats f, /'€ End(E) definim el seu producte:

Fof:(feo f)@)= f(f'@)).

Aquest producte esta ben definit, és a dir, fo f e End(E) (Demostracié trivial). El
producte o té les propietats (demostracio trivial):

1) Distributiva pels dos costats: fO(f1 +f2)=f0f1 + fof,
(it ) f=hof+ Lo f-

2) Associativa: (f1 °f2)°f3 = £ o(fzofz)-
3) No commutativa: f;o f, # f, o f; en general.

4) 3 neutre: 1(a)=a| fol=10 f= .

I espai vectorial End(E) amb el producte o constitueix un algebra associativa, no abeliana
amb unitat.

- Commutador d’endomorfisme: Donats f, /'€ End(E) definim el seu commutador:

L fl=rer' =1,
La definici6 és connecta, és a dir U, f '] € End(E) (demostracié trivial)

Propietats del [, ] (demostracié trivial).

IR VNAVNA

1) Distributiva pels dos costats {[ﬁ N fz,f] _ I-_fpf]"' [fz, f]
2) No associativa: [b[bfz]:]%]i |—_f1>[f2’f3]] en general.

3) Jacobi-associativa: [b‘] s fz], ﬂ]—l— [[fz , f3], h ] + [[/[3, ¥ ], fz] =0 (identitat de
Jacobi).

4) Anti-commutativa: [fl, f2]= —[ fas fl]

5) No 3 neutre.

L’espai vectorial End(E) amb el commutador [,] constitueix un algebra Jacobi-

associativa, anti-commutativa, sense unitat.
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INDEPENDENCIA LINEAL.
- Un conjunt fmit de vectors, u,,u,,...,u,, dun espai vectorial E es diu que és

linealment independent si z A, =0=>1,=0,i.

i=1

- Un conjunt /nfinit de vectors és linealment independent si #o¢ subconjunt finit ho és.

ESPAI GENERAT PER UN CONJUNT (FINIT O INFINIT) DE VECTORS: és
el conjunt de totes les combinacions lineals finites d’aquests vectors. Es un subespai lineal de
E (demostracié trivial).

Nota: Espai generat=envoltura lineal = < >

BASE d’un espai vectorial £ és un conjunt. De vectors que son:
- Linealment independents.

-  Generen E.

Teorema de la base: si £ té base finita qualsevol altre base de FE té el mateix nimero
d’elements (omitim demostracio).

Dimensié de E =numero d’elements d’una base (qualsevol) de E

Si E no té base finita direm que FE és de dimensid infinita.

TEOREMA DEL ISOMORFISME:

Teorema del isomorfisme: Dos espais E, I (sobre K) de dimensio finita sén isomorfs si i
només si dim EE=dim F (demostracié trivial).

3. ESPAIS VECTORIALS DE DIMENSIO FINITA SOBRE |
o |.

E: espai vectorial de dimensi6 finita sobre K (= O |)
{61,,5”} base de E .

[
2
(2]

COMPONENTS D’UN VECTOR a : Per definicié de base tenim a = in ‘€,
i=1
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- Diem que x,x,,...,x, son les components de a en la base {el-} 1 representem el
X1

x
~ . 2
vector a per la “matriu columna”

Xﬂ

Fixada una base les components de cada vector son zinigues (demostracio trivial).

MATRIU D’UN HOMOMORFISME:

A: E — F homomorfisme
- {¢,...¢,}basede E definim A, : 121(5/- )E At
{E .. .Fﬂ}base de F

I Ay Ay |

A(ﬁ =k — 3, y=Ax| A

- La notacié matricial, és doncs, molt comoda per “transformar vectors”.
bl bl

- També ho és per les operacions entre homorfismes:

A

A

(fA”B)y:Az/*Ay’ 5 =0
_A)z/ - _/21[/

(M)Z/ =24, (

7

(demostraci6 trivial).

MATRIU D’UN ENDOMORFISME:

/il E j) E endomorfisme definim A, : /Aq(_éj_)E A8,
{el,...,e”}base de E A

azxjé/ J'/1 A'u 41;1 X'1
Si< . _iEAxlel ] = N |
A(a) - ‘)}Zel jﬂ ‘Jj:AX Aﬂ1 e Aﬂﬂ Xﬂ
- Producte d’endomorfismes
(/21 o B)y =A.B,, 1,=5, (demostracié trivial).
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- Traca i determinant

tr(/%) = Z”: A
i=1

det(zzl)E Z”:gil...z'u Ay Ay, A,

1y.e.u2,

Propietats: tr(A:FB) (A)+ r( ) }

det(A ° B) t(A)t det( )

son independents de la base escollida.

Comptel!

tr(AB) # tr(A)er(B) }

det(A+ B) # det(.A)+ det(B)
Més propietats del determinant:

> La condicié necessaria i suficient per que det(A4)=0 és que les files de la
matriu A siguin linealment dependents (omitim demostracio).

> det(AT ): det(A).
ENDOMORFISME INVERS:

Donat A:E—E endomorfisme, diem que A té invers si 347" (endomorfisme que
verifiqui Ao A7 = A7 0 A=1),

- La condici6 necessaria i suficient per que 347 ¢s que det(A)¢ 0.

» Necessaria: si det(A) #0,en A ésla matriu que representa 4 ; construim
la matriu

= 1 ( matriudels
~ det A | adjunts trasposada

la qual té la propietat A4~ =47 A=1. Aixi, doncs hem construit la
matriu del endomorfisme buscat.

» Suficient:
3 :> /21/21*1 “1= det(}l/%*) det(“1)det( )= det(1) =1

= det / :> det );t 0.
de

- Alser det(A), les columnes de 4 soén linealment independents << 'endomorfisme
es bijectiu<> 4 :automorfisme.

VI
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CANVI DE BASE:

E, {Ez } base "antiga" de E

e,
E, {e:- } base"nova"de E 7

} definim CZ]-: é'j- =C.¢é'

-~ X; Cy - C
a= X/'e/' . . . .
S1{A# M:XZC?/X/@ =
A(a =xjez~ X; X':CX C,;1 C"M X,
- Com canvia la matriu d’'un endomotfisme?
A E>SE a=x € =x€
a> A() A@)=y &, =€
x' =Cx
. : ]' = Cy r_ o _ ' _ i
Tenim les relacions: Jy=Ax=C=ACx=CAx=ACx
y=Ax
J/’ — A!XV
—~CA=A4' A =cAC™

A; =CpAy (C_l)

Nota: C! existeix, ja que al ser C' la matriu d’un canvi de base, les seves files s6n
linealment independents i per tant, detC #0.

DIAGONALITZACIO D’ENDOMORFISMES:

- Consisteix en buscar una base en la que la matriu de 'endomorfisme sigui diagonal.
Aix0 no és, en general, possible. Es pot demostrar, no obstant aixo, que tot
endomorfisme, amb un canvi de base adequat, es pot posar en la forma canonica de

Jordan.

- Vectors propis i valors propis d’un endomorfisme:

Diem que X és un vector propi de A i A el vabor propi corresponent si
A% = % o, equivalentment, si (A — /11):’( =0.

Fixant una base, la relacié anterior és un sistema homogeni d’equacions

lineals (A—A1)x=0. La condici6 necessaria i suficient per existéncia d’un vector

%0 que compleixi 'equacio és que:

det(A-A1)=0

VIl
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- Egquacid caracteristica:

L’expressié anterior, det(A—A1)=0, és una equaci6 en la variable A, que
ha de ser satisfeta per zots els valors propis. Aquesta equacid és [equacid caracteristica de
A. Bs una equaci6 de grau # que té # solucions complexes (teorema fonamental
de Ulalgebra). Aixi tota matrin mxn 1€ n valors propis complexes (comptant les

multiplicitats). Aixo no és cert a espais vectorials reals ja que una equacié real de grau
n pot no tenir solucions reals.

L’equacié  caracteristica  és  invariant sota canvis de  base:
A A =cac,
|4 -1 =|cac™ - acc|=|c(a- ) =[c(4 - a)c | =4 -4

Corol*lari: la traca, el determinant i els valors propis de A sén
intrinsecs (no depenent de la base escollida).

- Vectors propis:
»  Teorema: Si A és valor propi de A = 3 vector propi associat.

Demostracié: A: vector propi=> |A — /1| =0= (A — /1)?( =0 t

solucid no trivial.

»  Teorema: Si A, és valor propi amb multiplicitat & =>el subespai propi
corresponent t¢ dimensié < £.

Demostracié: Si tingués dimensié &+1 — podem trobar base en

A1 A

que A= 0o B —> polinomi caracteristic ¢és divisible per

(=2, )" (absurd).

»  Teorema: Si v,,...,v, son vectors propis corresponents a valors propis

Aye. s A, diferents dos a dos= {\7 j} s6n linealment independents.

Demostracio: Considerem Zaf ;=0 i apliquem
[TG-4Y e, =a ] (-4 ), =0.
ik i ik

ESPAI DUAL E:
- Espai dnalde E=Hom(E,K)=F'.

- Formes=elements de E'.

Vil
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- Teorema: dimFE =dimE.
Demostracié: Donada una base {61...6”} de E definim les formes o,...w, de

manera que:

Es immediat comprovar que les formes {a)z} formen una base de E
> s6n linealment independents: L@, =0=> ALw,(¢,)= 1,5, =1, =0,Vk.

> Generen E':weFE'; definicié: p, = ole,) — construim  p,m, linealment

independent comprovem que @ = p,w, aplicant-ho als vectors ¢, .

- Notem: a=g4,€;; ®, (5) =a,.la base {a)z} és 1a base dual associada a la base {éj}.

771

Aixi, E i E' s6n isomotfs, no obstant aixo, no existeix cap isomorfisme intrinsec
entre £ 1 E'.

- Teorema: E" és idéntic a E, és a dir, existeix un isomorfisme intrinsec entre E 1
E".

Demostracié: E" = Hom(F',K)
Establim una aplicacio E—>FE'
a—>y, on y;

a

7a(@)=0@)| voeF

La definicié de y; és correcta (y; € E") (demostracié trivial).
Es facil veure que la correspondéncia és un isomorfisme:

o FEs injectiva:ﬁ;t'F)—)Q/a L N N R
:7a(a)):7g(a))>va):>
= 0(d)=0lb) Vo =

=a=b.
o Es bijectiva: és injectivai dimE’ =dimE.
0 Es homomotfisme:

Viik (w) = a)(a + f)) = a)(ﬁ)Jr w(a)= Va (a))+ Vi (a)) =
= (7/a +75 Xa)),Va) .

v yu(e)=olid)=i0(@) = (@) Vo

IX
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Aix{ hem establert un isomorfisme intrinsec entre F i E".

Farem y; =a

/
¢; > ¢ ambe, =Cpe

_ i
®; > o, ambw, =C,,0,

|w(@)=3(w)

Canvi de base a E' induit per un canvi de base a F .

) base dualde e, : ) ()= 3,

7

| |

@, basedualdee; :a)/(ej =

- Co, (Cg'é’;) =C},C,0, (6’;) =CyC04 =CCyp =0,

4. TENSORS SOB

RE ESPAIS VECTORIALS REALS DE

DIMENSIO FINITA.

TENSORS COVARIANTS D’ORDRE 2: s6n aplicacions bilineals de Ex E sobre |:

T,: ExE > |

@b)~>T,EDb)  amb

» Suma: T, + 7T,

» Producte per escalars: AT,

7,@,b+b)="1,b)+T,&b)
T, +7.b)="T,ab)+ 1,@.b)
1,(&,46')= A1, (&, b)
1,(4a,b)= AT, &, b)

Considerem el conjunt dels tensors covariants de 2n ordre, on hi definim:

(1, +713)a,b)=T,(&,b)+ 1:(&b)

. (AT, )a,b)= AT, (&,b).

Aquestes operacions estan ben definides, és a dir, T, +T, i AT, sén també tensors

covariants de ordre 2

vectorial sobre /

(demostraci6 trivial) i donen el conjunt {Tz} Lestructura d'espai

Producte tensorial de formes: Donades @,®’' € E' (dual I’E) definim el seu

producte tensorial: @ @ @' de la segient manera:

®O® a)’(ﬁ, f)) = a)(ﬁ)a)’(f)) el

Es immediat veure que @ ® @' és un tensor covariant d'ordre 2 (demostracio trivial).

Aixi, podem sumar i multiplicar per escalars els productes tensorials de formes (ja
que ho podem fer amb tensors) és immediat veure que el producte tenssorial és bilineal
respecte dels factors, és a dir:
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(ﬂ,lco1 + ﬂza)z)@) (ﬂ,l'a)l' + léa)é) = Lo, ® o] + Lo, ® @) + LA o, o + LALw, ® ),

(demostraci6 trivial).

- Teorema: Donada una base {él ...é'”} de E 1 la base dual corresponents {a)la)”}
de E' els tensors @, ® @ /> Vy son una base de Pespai dels tensors covariants de

2n ordre.

» Son linealment independents: 4,0, ® @, =0 = L0, ®w, (er,e,)=

= 4,0, (e/e )a’/‘ (61 ) =

=24;040 ;) =4, =0, Y,/

» Generen: donat T, calculem p,dsz(e/g,e/) 1 construim p,,w, @w, és

immediat comprovar que T, = p,w, ®w,és suficient aplicar a (ﬁ,b)
(demostraci6 trivial).

. . . , g ., 2.
- Aix{ Iespai dels tensors covariants de 2n ordre té dimensié 7~ i tot tensor es pot
escriure de la forma a;®; ® @,. Per aquesta rad denotarem a l'espai dels tensors

T, pet E'® E' producte tensorial de E' per ell mateix.

- La generalitzaci6 a tensors covariants d’ordre p és trivial (aplicacions multilineals)

Tp:ExEx...xE—>|

d,,3,,....a, > T,(@,i,,..3,)

P
Tp=ﬂ,- 0, D.. . Qw,
1ol Y »
I,j=E®E®. .®F
TENSORS CONTRAVARIANTS D’ORDRE 2: so6n aplicacions biineals de
E'xE — |

T2 E'xE — |
(0,0 )= T,(0,0'") (bilineals).

. . . ., 2 .o -,
- formen espai vectorial de dimensié #~. Si €,,...,€, és una base de E tot tensor

2 . 2 _ iz ez . :
T* es pot escriure com T° =4"€, ®€ ;. Denotarem per E® E Tespai vectorial

dels tensors contravariants d’ordre 2.

- La generalitzaci6 a termes contravariants d’ordre p és trivial. EQE®...QF.

. . 1 >
- Els vectors es poden considerar fensors contravariants d’ordre 1: T~ =a'€,; .

Xl
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TENSORS MIXTES »-COVARIANTSI 4-CONTRAVARIANTS

V4 q
T;’ cEx..xExE'x..xE' — |

Ay @) @) = T8, @, 00y,))  (multilineal)

» q
T =a" /’a) ®..0w, B¢ ®.8¢ cE'®.OF®E®...E.

CANVI DE LES COMPONENTS D’UN TENSOR INDUIT PER UN CANVI
DE BASE

Sigui C la matriu d’un canvi de base de E en que ¢, —> ¢;. Tenim, per definici6 de

C:|e; _C// aixo0 indueix un canvi de base a I'espai dual. Si {a)l} i {a)z'} son les bases del

dual de {ez} i {e;} respectivament tenim que | @; =C ',/a)’/ amb C'= (C - )T.

Un tensor T —a"e, ®.. e, ®a)i1 ®...®w, s’escriura ne la nova base
P

Iy l,» /
com:
P _ Jieedq ' ' ' ' i ' ’
Tq @ C’é1j1C’ézjz "'qu/qC/mC/ziz ...C//pek1 ®...®e/€q ®a)/1 ®...®a)/p.
Aixi
P ok, ' 1 Jiedy ,_( 71)T
a ., —a / 0 =G, G Gy € a c=\ ).

PRODUCTE TENSORIAL DE TENSORS (és la generalitzacié del producte definit
anteriorment)

T =a/"/0,®. .00, @ ®. .8,

2 R .
Donats dos tensors /1 Jefinim el seu

T”—b kc%@ B, B, ®...0¢

producte tensorial:

TI®T! =a/ b0, 8.0, ®u, ®...0w, O, ©..0 ©¢ ®...0¢
e{TZ:,’}.

En components:

j/ / .1"'.// s 1"'/.r
TIQT")" (o) (r
( Do oy R, 4 Qvood, /I

Xl
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CONTRACCIO INTERNA D’UN INDEX COVARIANT AMB UN INDEX
CONTRVARIANT

Donat un tensor T = aﬂ »/q . ®...® ¢, w;, ®...0w, ,un index covariant 7,
) :

Z

1 un index contravariant /,. La contracci6 interna d’aquests index és el resultat d’aplicar
@, ae;:

e, @, 00, ®..0, @, ®.0c, ®..®¢; =

zl...zk...z

iy.oid,

=q/" j’a) .. 0 Qe ®...Q¢, a)l-k(e/-/) =
7 —_
o

ikJ;

ey -1
=/, @0, e, ®..0¢, e(T]]]

ooy d,

En components:

CONTRACCIO EXTERNA DE DOS TENSORS (UN INDEX COVARIANT
AMB UN INDEX CONTRAVARIANT)

Donats T7=a Iy 0, ®.0 B &..¢,
) 4

"'Zm"'

T =" ®...0 Qe ®... Qe

r bkl‘..k,. 4 Tt Zy J1 ./1]

La contracci6 externa dels index 7, (covariant) amb /, (contravariant) és la

contraccié interna dels mateixos indexs en el tensor T/ ®@ T} .

Pl
al” 0, 9.0, @..0, Q¢ B.Q¢ o, @0, e .. Qe B..Q¢, =
m ? ] °r n 5

ll"'Zw"'Zp 'Zp

_ j]---/‘t/ /1,../”.../, { q+y}
,pb@m" o, ®...a)l-p®a)/€1 ®-~a)/e,_ Qe; ®..Q¢; ®e/ ®e el
En components:

Jieedy lyod, .o, _Z Jiedy Z liooa..d,
A odyoi bkl.”k,_ T L%, Z%‘..k,_

?

XM
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TENSOR METRIC

- Direm que en un espai vectorial rea/ tenim definit un producte escalar si tenim una

operacio bilineal: EEx E —> |, simétric a-b=b-a.
(E,l;)l—) a-b.

- Sia-b=0 direm que @ és perpendiculara b.

- Donada una base de ¢€,...¢, de E, el producte escalar ve completament

n

especificat per €; - € ; = g;, degut a la propietat de bilinealitat.

St w,...w, ésla base dnal de {El} definim el fensor métric corresponent al producte

escalar definit anteriorment:

Ty =g0,Q0,

Es un tensor covariant de 2n ordre. Evidentment tenim (demostracio trivial).

a-b= TM(a’B)l

- Si detg #0, el tensor meétric (producte escalar) estableix un Zsomorfisme intrinsec entre
el E ielseudual E'.

E—>FE

_ 'aplicacié és obviament lineal.
a—>w;=T,(@,)

e T i = i = = i
També és bijectiva: si: 4 = x'€, — T),(4, )= (gy-a)i(a)a)j =gx'0, =)0,

Jj :Xigy'

x = component “contravariants” de a.

pa— )

—_ < = » 1
J; =component de @; =”components covariants de a ” (escriurem x ;).

Al ser det g # 0 la correspondéncia y, Q" (i per tant @ Q@) és bijectiva.

- Generalitzacio:

El tensor metric estableix correspondeéncies intrinseques entre tensors covariants,
contravariants i mixtes del mateix ordre.

q — J1Jy q — J1Jy
T, @ o, ®...a)ip @)e{1 ®...®e/-q -1 By, i Py ®...a)l-p Qe ®...®e/q

,
/1

Jardg _
amb ﬂm‘l___l‘p =

Freeed,
i, 8ja
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Nota: A lespai euclidi amb una base ortonormal gy-=5lj-:>xi =x; les

components contravariants i covariants coincideixen.

A Tespai de Minkowsky:

R
I

01 2 3
" (a,a,a,a)
2

= —>a, = ﬂv
Sy = 1 u = Suv (o0 1 3_( )
a,=\a ,—a ,—a",—a’|=\ay,a,a,,a,

5. PRODUCTE TENSORIAL O KRONECKERIA D’ESPAIS
I DENDOMORFISMES.

PRODUCTE TENSORIAL D’ESPAIS

El producte tensorial E® E es pot, obviament, generalitzar a E® F usant el
procediment descrit anteriorment. No obstant, prendrem la segiient generalitzacié que
encara que menys “intrinseca” és més util no necessita usar I'espai dual de E 1 F.

- Donats dos espais E,F sobre lo | (tots dos) definim el conjunt dels “objectes”

z%a ;® b ; ona; ek, b ; € I i postulem 1a propietat de bilinealitat del producte

P
®- d’aquesta manera si {_él-} ¢s una base de E i {fj} ¢és una base de F, els

“objectes” anteriors es poden escriure com Z%‘éz@f ;. Sobre el conjunt

i
d’aquests objectes definim operadors:

> Suma: ( ag-é'l» ®f/}+{2@/é} ®fj] = Z(gij +Z@)€Z» ®?j )

4

» Producte per escalats: /I[Z%EZ- ® f/} = Z(/Mz/)éz' ® Fj .

i

D’aquesta manera hem construit espai vectorial dels objectes ai]-éj®f ; que

denotarem per E® F (producte tensorial o kroneckeria de Ei F) la dimensi6 del

qual es diu dimE-dimF (ja que €, ® f/ és una base) (demostraci6 trivial).
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Els vectors de E® F venen identificats (un cop assolida la base €, ®?j) per les

seves components @, que escriurem:

ay
ay,
ﬂZﬂ

nn

PRODUCTE TENSORIAL D’PENDOMORFISMES

- Donats A,B endomorfismes de E i F respectivament, definim A®B a I'espai

E®F: A@B(Za{/éj ®@J=Z%A(éj)1%(@)

S A és la matriude A en la base {éi}deE /21(?:.):/1/@-6é
- 1 N -
B ésla matriude B en la base {fj- }de F

Aixi A® B{za{/él. ®f /j =a;A,BE, ®f = a8, ®Ff

. A®B ' _ _ R
Tenim, doncs a;———>ay, = A, Bja; = A &® By, ya;

A,B  A,B
(A®B), ;= A,B)|= 4,B  A,,B

Propietats:

A

2) A®0=0®B=0
b) 1®1=1
(1, +.,)0B=,®b+.1,®8
) {m(éﬁgz):/a@gl Ty
d) aA1®gh=ap(1®B)
o (1eB|aen)=(17)e(B5)= A0b=1®1)ie5)
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f) tr(}l &® B): - trB
Q) det(}l ® B) = (det zzl)dimF (det]%)dimF

- Nota: [No tot endomorfisme de F'® F és del tipus A®B.

6. SUMA DIRECTA D’ESPAIS I DPENDOMORFISMES.
SUMA I SUMA DIRCETA D’ESPAIS

- Donats E, I subespais de J definim: E+ F = {ﬁ +v]jueE,ve F} que és també,
obviament, un espai vectorial (demostraci6 trivial) que anomenarem suma de E i F .
Per construcci6 els vectors de £+ F s’escriuen sempre com a suma d’un vector de
E i1unde F. Aquesta descomposicié 7o és en general unica.

- Si tots els vectors de E+F es descomposen de forma znica com a suma dun
vector de E 1 un de F ditem que E+F ¢és la suma directa de Ei F 1 ho
representem E® F.

- Teorema: la condici6 necessaria 1 suficient per que E+F=E®F ¢és que

ENF = {6}
Demostracio:

» Necessati: si E+F=E®F =tot vector de E@F té descomposicié
unica, sigui a€ ENF.

" Tenima=i+0 ([@eE0eF)
" Tenima=0+3 (0eEacF)

La descomposicié de @ no és Gnica a menys que 2 =0 (q. e. d.).

» Suficient: si ENF = {6} i a€ E+ I admet les descomposicions:

= a=u+v (ieEveF).

= a=u'+v (@' eE¥veF).

. ., . ., a-ueEnF _ _i-d'=0_a=d
u-u=v-v = = _=>_ _, (qed)
5 T v-vVeENnF §$-3'=0 V=V

{Ei } ¢ésuna basede E
{f - }és una basede F

J
una base de E® F (demostraci6 trivial) que anomenarem  base “suma directa”.

el conjunt {E f }és

- Base “suma directa”: si ENF = {0} i »f

Corol-lari:|dim E® F = dim E + dim F|
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Components d’'un vector de E® I en una base “suma directa”

X1
N ﬁZXi_éZv - _ . Xm
st a =E+i; ~ - :azxjei+y/.f/5
€E®F eE €F v=y,f, T J1
Jn
Notes:
> Si €...€, és una base de E: E=(¢,)®...®(€,) on (¢,)=espai

generat per €, .

> Si A és un endomorfisme i

agonalitzble, A.: els

7

valors propis 1 E :

subespais propis corresponents. Tenim F =[5, @..DE N (N =numero

de valors propis diferents).

SUMA DIRECTA D’PENDOMORFISMES

E®F:
A@B(aﬁz
eE €F

. A ésla matriude A en la base {Ez }de
i

0

f

“suma directa” {QZ f;

}
és

0
Propietats:

) A®B+ A OB —(A+A)
b (aeB)-(res)=(a- e
C) tr(}l@é)ztrjzl+trB

d) det(1® B)=det 4 det B

B és la matriu de B en la base {fl }de F

Donats A,B endomorfismes de E i F respectivament definim A®B a I’espai

)E

La definici6 és correcta: .4 @ B és un endomorfisme (demostracio trivial)

Au+ Bv
ek el

E . .
}:Ha matriu de A®B és la base

ADB.
B

(5+5)
(B-5)=

Nota:

INO tot endomorfisme de =@ F és del tipus ADB.
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