II. ESPAIS DE HILBERT oscaralex@funciogamma.edu.pl

1. ESPAIS PRE-HILBERTTANS.
- D’Ara en endavant només considerarem espais vectorials sobre .
PRODUCTE ESCALAR HERMITIC POSITIU
Definicid: donat un espai vectorial E (sobre R), un producte escalar hermitic és una aplicacié:

ExE—>R
(@b)r (alb)

amb les propietats

1. linealitat respecte la 2a variable: (’Zl b 1;') = (5 | l;)+ (?1 | l;')

2. “hermiticitat”: (ﬁ | l;) = (l; | 5)* .
3. positivitat: (@]3)>0, Va#0 ((a]a) és obviament realll).
Conseqiiencies de la definicio:

1. Antilinealitat respecte de la 1a variable

@+a'|b)=(a|b)+(@b)

a'|b
(1ab)=2(@|b), 1<
2. El producte escalar de 0 amb qualsevol vector és 0.
(6 | 5) = (ﬁ | 6) =0 (Demostracio: considerem (6 +0 | é) i
(a]0+0)=0)

Corollati: (0]0)=0.
3. Si(%)3)=(%|b), ke E>a=b

Demostracio:
> Considerem (%|a—b)=(%]3)—(%|b)=0 (per hipotesi)
vVxe E.

—

> Escollim: X=ad-b=(a—b|d—b)=0=>d-b=0.

ESPAI PRE-HILBERTIA és un espai vectorial sobre | en el qual tenim definit un
producte escalar hermitic positiu.
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MODUL D’UN VECTOR
- Definicio: A tot espai pre-Hilbertia E podem definir una aplicacié

E—|
5—)+,/i5|555”5”: modul de a (o norma de a).

Propietats:
1. |@|>0, va=0.
2. 0] =o0.
3. |l4al = |2]fa]]

4. Hﬁ + BH < ||5|| + HBH Designaltat triangular

E—>R
- Nota: un espai vectorial (sense | o I) amb una aplicacié _ o ”#” amb les quatre
a>a

propietats anteriors és un espaz normat 1 ||5|| és la “norma” de a . Aixi, hem vist que tot

espai pre-hilbertia és u espai normat. El reciproc no és, en general, cert: hi ha espais
normats que no soéon pre-hilbertians, és a dir, no existeix producte escalar que
indueixi la norma existent.

DESIGUALTAT DE SCHWARTZ

Si E és un espai pre-hilbertians, Va,b e E tenim

G1B) <] 5]

Demostracié: Sia o b és 0 la desigualtat es verifica trivialment.
Si 4,60 tenim VAe | que [@+4b|a+1b)>0.
= (@|a)+Ma|b)+ 2 (Ba)+ A2 (b b)=0, viel
=&l + 2G|6)+ 2 G 1B) +|2f[B] 20, vael
Prenem A= —(5 | B)*/Hf)uz >0.

=& =—[a ) /|p] z0=[a15) <[allp] @ c. .

La igualtat es verifica si i només si els vectors a,b sén proporcionals o si un d’ells és 0

(demostracio trivial).
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DESIGUALTAT TRIANGULAR (O DE MINKOWSKY)

Si E és un espai pre-hilbertia, VE,B € E tenim:

[+ Bl <21+ o]

Demostracio:

i+ =@+ba+b)=(@|a)+ | b)+(b1a)+ (b1 B) =[] + (@ b)+(a|b) +[5 =
=||a||2+2Re(a’|B)+HBH2 ||a|| +2fa) B]+Hb” < Jaf +2||5||H5H+H5H2=

Desigualtat

<

1
Re zS
de Schwartz

— (il + 8]’ o <. -

ORTOGONALITAT

Definicio: direm que ﬁ,b(;t 0) son ortogonals si i només si (5 | b): 0.
- Donat un conjunt finit de vectors linealment independents es sempre possible
trobar un conjunt de vectors ortonormals (=ortogonals i de modul 1) que generen el

mateix espal.

Demostracio: (Métode de Gram-Schmidi) donats v,,...,v, construim:

W=V
I CATAR
2= V2 ~ 2 M
%]
= = _(W1|V3)a _(W2|V3)» .- L
3= V3 ~ 2 Vi D2 V2 (Wl-|v/)=051z¢j
%] [ |
(demostraci6 trivial per inducci6).
n=1 (= i
bel (Wk |Vﬂ) =
w,=Vv, =2 Wy
=aa

Llavors construim 1, =\7\7/6/||\7V/€||:>(ﬁ/e |ﬁ/)=5/€/.

Aquest procés de ortonormalitzacié és obviament generalitzable a sistemes zfinits
numerables de vectors linealment independents.

- |Aixi, tot espai pre-hilbertia de dimensi6 finita admet una base ortonormal
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Si u,,...,u, és una base ortonormal d’un espai pre-hilbertia i tenim a=a,u,,

= Xlel s [Sain| < Sl T
7 £ /

a=|d),b=|b),a+b=a)+|b)a=2Ala)(|b)= (a[b)

i=
"ket" "ket" "bracket"

n

2
a

i

b= b/.ﬁ/. llavors (5 | B)= Z”:djbl- ;
i=1

NOTACIO DE DIRAC:

2. TOPOLOGIA D’ESPAIS METRICS.

Motivacid: Volem donar sentit a les combinacions lineals znfinites de vectors a espais
pre-hilbertians de dimensi6 infinita. Algebraicament només estan definides les sumes finites.
Per definir les sumes infinites (=series) es necessari disposar de la nocié de /Zmit. Per aixo
necessitem, préviament introduir el concepte de distancia.

DISTANCIA

Definicio: Donat un conjunt qualsevol, A, direm que a .4 hi ha definida una
distancia si Vx, y € A definim un nimero real, d(x, y), amb les propietats:

1. d(x,j):O siinomés sf x= y.
2. d(x,y)ﬁd(x,{)+d(y,{), Vx, y,ze€A.

Conseqiiéncies de la definicio:
D) d(oe, y)>0 si x# y.
Demostracio: 0= d(x,x)<d(x, y)+d(x, y)=2d(x, y)
ii) d(x, y)=d(y,x), Vx, y e A.

Demostracio: d(x,y) <d(x,x)+ d()/,x) = d()/,x)
d(y,2)<d(y, y)+d(x, y)=d(x, )

ESPAI METRIC: és un conjunt on hi ha definida una distancia (Nota: 70 ha de ser
necessariament un espaz vectorial).

Exemples:
1 X #
1. A qualsevol, d(x,]) = { 7
0 x=y
~—
2' —I’ Z’ Qa |) d(X>J)E{ J/ )j
J—x X=J
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3.0 L dzi)=k-2]  @mb]=+Jx")
4. C[(l),,]: funcions continues a [4,/] (funcions complexes de variable real).

5. Tot espai pre-hilbertia amb d(%,¥) =[x -]

ELEMENTS DE TOPOLOGIA D’ESPAIS METRICS: Sigui {.4,d} espai métric

Bola oberta:

Definicié: Donats xe€ A, re | (nimero real positiu) definim “bola oberta de
centre x iradi »” com el conjunt d’elements, y, de .4 que verifiquen d(x, J/)< r.

B(X;I‘)E {y | ¥ GA/\d(x,y)< r}
(Nota: amb <: bola tancada i amb =: esfera).
Element interior

Definicio: x € A’ A, x és “element interior” a A" si existeix alguna bola oberta
B(x;r)c A",

Subconjunt obert:

Definicio: A"< A; A" és un “subconjunt obert” de A si tot element de A" és
interiora A".

Subconjunt tancat:

Definicié: A'< A; A’ és un “subconjunt tancat” de A si (A-.4") és un
subconjunt obert.

Subconjunt dens a A :

Definicio: A'< A; A" és “dens a A7 si tot element de .4 té un element de A’
tan proxim com es vulgui (Vx € A, V>0, Ix' e A'|d(x,x")<&).

SUCCESSIONS CONVERGENTS [{.4,d}: espai métric]

Definicid: una successio xy,x,,x,,... d’elements de A es diu que és convergent cap a
xeAsiVe>0, E]M(g) | d(Xﬂ,X)<€, Yn >M(g).

Escriurem: lim x, = x
n—>0

“x, s’acota a x tant com es vulgui per z suficientment gran”.

\Y
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Teorema: Bl limit d’una successié convergent és unic

Demostracié:

o %X} :>d(x,y)£ d(x,x”)+d(y,x”)<8 (arbritari) =
X, =)

per zsuficientment
gran.

=d(x, ))=0=>x=y.

Teorema: [A'< A]: A" és dens a A <> tot element de 4 és limit de qualsevol

successio d” A" (evident).

Teorema: A" A és un subconjunt tancat si i només si el limit de qualsevol
successio convergent d’elements de A" és també A.

(=) A’ tancat; x;,x,,x,,...—>x = x A [Efectivament: si x ¢ A4 =>xe.A—_A'].
x,eA

= intetior a _A—.A =3 bola oberta
B(x,8)c A—A"=> B(x,x,)>5 (absurd).

(<) tota successié convergent de A" té el limit dins A" = A" tancat.
[Efectivament: si A" no és tancat= A—.A" no és obert=>ye A— A’
que no és interior a .4 —_A4" = tota bola oberta B(y,8) conté elements de

A" = podem construir successions d’elements de A" que convergeixen
capa ye A-A".
SUCCESSIONS DE CAUCHY
[{A,d}: espai métric]

Definicid: un espai metric, {A,d}, és complet si tota successié de Cauchy és

convergent.
Excemples:
1 XE Y
1. Aamb d(x, y)= és complet.
0 x=y
x— X2y
2. |, Zamb d (x, )= son complets.
Jy—x x<y

3. Q amb la distancia anterior no és complet—>| és complet (és la
completaci6 de QQ).

4. |, d({,z')z |{ —z'| és complet.

5. C[(l),,], d(f,g): ;I;{j};ﬂf(x)—g(x] és complet.

VI
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6. | E: espai pre-hilbertia amb 4(%,y)= ||§( —}7” potser complet o no.

Teorema: tot espai metric no complet és completable i la completacio és unica.

(No ho demostrarem, la demostracié és similar a la construccié de |a partir

de Q).
Teoremes: a) complet=>tancat (evident).

b) tot subconjunt tancat d’un espai metric complet és complet.

3. ESPAIS DE HILBERT.
ESPAI DE HILBERT
- Definicid: un espai de Hilbert és un espai pre-hilbertia complert.
- Exemple 1: tot espai pre-hilbertia de dimensid finita és de Hilbert.

%) successi6 de Cauchyzuﬁ(”)—i('ﬂ)u—)o, base ortonormal

N
i T ;((ﬂ) = z;((”)ﬁ
lll' [\T’ - /é /é .
k=1

> ?(5:), (4 fixat) és una successié de Cauchy de nimeros complexes

(= convergent) a efecte:

1

2
< {;‘i(ﬂ) _;((m)f} C_ FO

&) -x) 0.

> Sigui x, = lim x/(:) tenim que ‘xk —x,(:) —>0.
N—>0

71—>00

I\T
> Construim X = Zxkﬁ,ﬁ .
&=1

> Lasuccessi6 X convergeix cap a X, en efecte:

n—>0

N y
R R
k=1

= L’espai és complet.

VIl
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Exemple 2: Espai (*>="espai de les successions numériques de quadrat

absolutament sumable”.

=04, A e, im}f <00,

k=1

— A /? definim:

> Suma: (ﬁv/e)"'(/%):(ﬁ/e"'/%)

» Producte per A: 2*(/1,@ ) = (/Iﬂ',é)

Amb la suma i el producte per A =>|¢?: espai vectorial| (demostracié

trivial).
Les definicions son correctes.
|2

Ao+ 11, <24,
{| et ] <2AR[ + (ot +|a=t* =2 +20i*).

AL =12 |4l

2, . L. .
/° té dimensio infinita:

son linealment independents amb un numero finit no podem generar ¢ (si
u,...uy fos base; u,,, #combinaci6 lineal de u).

— A /? definim producte escalar:

((/I/e )| (/% )) = 2/12/1/& = espia pre-hilbertia] (demostraci6 trivial).
k=1

1
(|2 F=0

2 2
+pt| j

X

X

C e, *
La definici6 és correcta: ‘/1,6 U k‘ =

o=

Pz
< +00

- {3

Vil
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— Sigui £ = (ﬂ,gg”)) una successi6é de Cauchy d’elements de £,

() _ ()

[

>

=1

<&, Vnm>M,
1

e
;L(;) _/1(:) 2} <&, Vnm>M,

/1(;) (k: fixat) és una successi6 de Cauchy de numeros complexes

(= convergent).

En efecte:

AP A =) <62, > M,

FARVILIEDY
=1

S 4, = lim A7 0 4|0

Construim x = (2,/6)

Demostrem ara que x = lim x(”) ique x€ 02

Tenim:

2 2
= | =" <&, V> M, v

Z‘ A0 _ 40
k=1

2 < z‘ﬂ’(;) _ﬂ/gﬂ)
J=1

r 2

Prenem: m —» o© Zﬂ%—/lgf) <ég?, Vn>M,, Vr.
=1
© 2
Prenem r —> o Z‘ﬂ,@—/lg) <g?, Vn>M,.
=
2
:>Hx—x(”) <&?, ‘v’ﬂ>Mg:>x=limx(”).
Hn—>0

(4 = 20)e 2, tambeé (A0)e 12 = (1, )e .
= (*: és complet.

= (% espai de Hilbert de dimensi6 infinita.

- Exemple 3: Exemple d’un espai pre-hilbertia que NO és de Hilbert.
b * . . . . .
C [(;,/7] amb (f]g)= I I gdx, és un espai pre-hilbertia (demostracié virtual).

IX


mailto:oscaralex@funciogamma.edu.pl

II. ESPAIS DE HILBERT oscaralex@funciogamma.edu. pl

0 xel[-1,0]
Considerem el cas concret [4,5]=[-1,1], sigui £, (5)={nx x € [O,%]

1 xelv 1]

fi (x), 1 (X), v /oy (x), .. és una successid de Cauchy, en efecte:

ﬂ—w)< m’

o 2 % 2, (

= (mxc—nxe ) de + | (1= ) e = T ST < ¢

suposem e 3mn 3" n permn

m>n suficientment
grans

= -s

I/ -

(x)) no és convergent. Suposem que existeix f (x) = lim fn(x)
7n—>0
2 +1
B .[—1

Per altra banda:

La successid ( 7,

Tindriem /() - f(x)”dem—)O.

f,()= s e i rambe

2 1
)—f(x)” dx < I—1
- (x)||2dx, Ve>0, Ve<l.

Aixi doncs tenim:

=0 =1,Vn>Y,
Com que f(x) hauria de ser continua € C [O_ 1,1]> aix0 implica
- Teorema: Donades les successions convergents X, —X; y, —>y en un espai pre-
hilbertia, £, tenim que:
v Vae E,la successio (5 | ?{”) convergeix cap a (@ | X).
v La successié ()_i” |}7m) convergeix cap a (x]¥).

Demostracié:

9 161%,)-GIRN=[E1%, %)< [, ~x|—m0.
deslgualtat n—>0
de Schwartz

®,1y,)-&[y)=

< 5515, —yx
deslgualtat
traingular

-+, -%|7)+[®]¥, -¥) <
y)+EIy, -¥)<

b)
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%, =5 +[lly, - ¥|—=—e0

M—>0

< & ==y, -5+
desigualtat
de Schwartz

“Limit del producte escalar=producte escalar dels limits”
BASE HILBERTIANA
- Definicid: Un sistema de vectors d’'un espai de Hilbert es diu que es ortogonal si tots els
vectors del sistema son ortogonals dos a dos. Si aquests vectors sén, a més a més,

de modul 1 direm que el sistema es ortonormal.

- Definicid: Un sistema de vectors d’'un espai de Hilbert es diu que és fa/ si I"anic vector

ortogonal a tots ells es el vector 0.

- De¢finicio: Un sistema de vectors d’un espai de Hilbert , es diu que constitueix una
base hilbertiana de , si el sistema és ortonormal, total i numerable.

Excemples:

1. Pels espais de Hilbert de dimensio finita (=pre-hilbertians) aquesta definicié
coincideix amb la ja coneguda de base ortonormal.

(=tota base ortonormal és evidentment total i numerable (per ser finita)).
2. Elsistema u; = (ﬂg)) amb /15;) =6, de 0? é5 una base hilbertiana de 1 .

i :(o,o,...,o,m,...].

Es ortonormal: (ﬁj |ﬁj)= iﬂg)*ﬁ* = ié'.

i
=1 k=1

S, .

Fstotalsi a=(u,) & L, Vi =@, |3)=> A u, = 8, = u;.
= u =0, V;:>5=6. )
Es numerable {ﬁ j}.
4. LESPAI [0} ;.
L’ESPAI O, ]

- Definicio: és Tespai de les funcions complexes (de variable real) de “quadrat
absolutament sumable” a Pinterval [4,4].

J. ' f (x)'dx = existeix

Xl
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- Idea intuitiva de la Integral de 1.ebesgue
v Concepte de mesura d’un conjunt, .4, de punts de l'interval [a,0]:

“mesura exterior de A= lﬁe(A)ECXtrCm inferior a la suma de les

llargades de qualsevol conjunt d’intervals que cobreixen A4

Exemples: si A= [e,d|c[a,b] = m,(A)=d—¢
A= [c,c] =1punt — me(l punt): 0

Teorema: la reunié d’'un numero finit o infinit numerable de conjunts de
mesura nul-la és també de mesura nul‘la (sense demostracio).

Corol*laris:
1. Un numero finit de punts té mesura nul-la.

2. Un namero infinit numerable de punts té mesura nul‘la
=, LQ[M]J (racionals de [a,b]).

Terminologia: “quasi per tot arreu” ="tot arreu excepte un conjunt de mesura

nul-la”.

v Integral de Lebesgue comparada amb la Riemann

0 Integral de Riemann er o )dx = 2(9_@‘ )(Xm —x;).
‘ i=0
Lexisténcia del limit depén del “bon comportament” de /(x).

En realitat tenim: “suma superior” (decreix quan 7 — ) —> [.
“suma inferior” (creix quan 7 — 00) —> I
Si coincideixen existeix la integral.
x racional

0
Exemple: f(x)= {1 — no es integrable Riemann.

X irracional

,~|” dimensi6 finita

2 . ., .
,~ {~ dimensi6 infinita

Xl
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- Corol*lari: Si , és un espia de Hilbert separable de dimensié infinita, {éz} base

2

0 o0
hilbertiana, ,> X = széz on x; = (éi | ;i) = ”;(” = Z
i=1 /=1

X;| | Lgualtat de Parseval.

- Definicis: Un espai d Hilbert separable de dimensi6 infinita és un “espa; de Hilbert
cldssic”.

Notes sobre les bases hilbertianes:

v Hem vist que si un sistema és ortonormal, numerable i total (=base
hilbertiana) =>la seva envoltura lineal és densa a , (=tot vector de , és el limit d’una
successio de combinacions lineals finites dels €;’s de la base).

v El reciproc també és cert: Si un sistema €,,€,,...,€, ¢s ortonormal i numerable i la

seva envoltura lineal és densa a ,= FEl sistema és total (=base hilbertiana).

Demostracio: sigui % L€, Vi per hipotesi % = lim ) on ) e ({&, })
n—>0

=% 13", Vi o [{29)=0, Vi = 0=lm(z|z")=

= (% limx")= (&%) =[]’ =[E=0]
Aixi tenim 2 definicions alternatives (equivalents) de base hilbertiana.

sistema ortonormal, numerble, total
Base hilbertiana =

sistema ortonormal, numerable, amb envoltura linela densa a H

Excemples de bases hilbertianes de J[Zd, o]
1) Polinomis de 1egendre:
O [2,1’1], considerem el sistema £, (x) =x" (n=01.2,...)

0 Es linealment. Independent.

a No és ortonormal.

{fﬂ }M){ , }: base hilbertiana de [] [2,1’1]

@, = ”+%Pn(x) on|B,(x)= L4 (XZ_ly

XM
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2) Polinomis d’Hermite

—
2

[ [2_00,00] , considerem fﬂ(x) =x"¢

0 Es linealment. Independent.

a No és ortonormal.

{fﬂ }M){ ., }: base hilbertiana de [ [2_00’00]

L7 H () on | H, (x) = (1) e L

o= \/ﬂ!Z”\/; dx"

3) Polinomis de Lagnerre

2/
_x
2

][20’00] , considerem [, (x)=x"e

0 Es linealment. Independent.

a No és ortonormal.

{fﬂ }M){goﬂ }: base hilbertiana de [ [ZO’OO]

_x2 1 " 2
0, = L) on| L, ()= Lo L)

ndx”

4) Series de Fourier

1 tinx
€

N [20,27[]3 deﬁﬂlclé ¢iﬂ = Tﬂ_

0 Es una base hilbertiana.

En tots els casos:

aﬂ

2J‘17
_d

el y=>ap —>a,= jcoil//dx > y|dx

v = Z%% : serie (Z fites en el sentit “mitja quadratica”).
n

XV
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wlx)=[w)
(w] = [y (<) ] >
(w]¢) = [ dp” (<)o) ”

2,0,

—16 Y0, (<)o) = )

w)=2.

7

2,1@,

W)= 0,(x)dx'p" (W) ()

TEOREMES IMPORTANTS

Definicio:  signi M subespai  de
M= {)? |x € H,x L tot vector de M}

, (espai de Hilbert); definim

M™*és tancat (encara que M no ho sigui).

) %
<) e gt 3()?(”)|§’):O:>31_{1010(§(ﬂ)|§’):(;}i_r£oi(”)|§’):§’ yeM
= 5’(62\/[l

Teorema de la minima distancia:

M subespali fancat de , (espai de Hilbert); a€ H; d = inf ||5 - i” => 3 un vector
xeM

X, € M (inomés un) tal que ||ﬁ - )?0” =d.

Per ser d=inf ||§—§||:>E|, existeix una successic X  tal que
xeM —

eM
) g ———d .
“Paral-lelogram”:
(& ~a)- &) &)+ -a)- & &) = 2= & + 2z~
| &) +2¢) 24|
Y NORPS) O O PO P el
2
>4*
<=2 —a + 2 -a ~48>—— 0.

d* d*

Cauchy = Convergent = <) - X, ¢sel vector buscat.
€M (tancat)

XV
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”‘;‘_;‘0”2 =@-%| ﬁ—io):[hm(ﬁ—ﬁ("))| hm(ﬁ—i(”))) -

n—>0 n—>0

2=d2

= lim G-x0 5 -z)=[a—z"

- s, - . )
X €S uniqf; suposem existelx Xp

2

X, + X
0 _~0_3 <o.

a

o 2 o2 P
“Paral-lelogram” ||x0 - XE)” = 2||x0 — a” +2|%;, — a” —4
— —_—
2

=d’ =d

>4?

Nota: el vectorX, I’hi direm “projecci6é de a sobre M ™.
- Teorema de la projeccid ortogonal
M subespai fancat de , (Hilbert) = ,= M @ M~

Va e, busquem X, € M |[%, —4| = inf [%, —a] = 0.
xeM

Sigut a=a—X, +X .
— ——
? eM

2

VyeM: d*< =* +|A |5 - 2Rel@a—%, | 1), VA.

a—xX,— Ay
%,—/
M

= 2ReAd@-%, 7)< |25, V4.

%:(a-gw):o,wez\m
y

= A=

Vie, d=d—%,+%, =M+ M [=[ar@ st que ar~mt =},

FORMES CONTINUES D’UN ESPAI DE HILBERT

- Definicid: donat un espai de Hilbert , dirtem que @ ¢és una forma (o funcional lineal) de ,
si @ assigna a cada vector X, €, un nimero complex o(x) verificant-se:

0 oE+y)=0x)+oy), VX,y €,

0 (%)= 10(%), vx,ye, Viel
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- Teorema: el conjunt de les formes de , té estructura d’espai vectorial amb les
operacions:

0 (0+0)%)=0E)+o'(7)
0 (Ao)x)=1o(x)
(demostraci6 trivial) — Espai dual algebraic: ,N.

- Definicid: Una forma de , es diu que és continna si donada una successié convergent
de vectors de ,: X, — X es verifica que la successié numerica a)()?n) — a)(ii)

o(lim%, ) = o(lim%)

Nota: no tota forma d’un espai de Hilbert , és continua.

- Definicio: Espai dnal dun espai de Hilbert , és Pespai de les seves formes continues: , .

- Teorema: Tota forma bilineal d’un espai de Hilbert , de dimensi6 finita és continna (es

a dir: dim,=finita=>, " =,N).

%) =successio convergent de ,: ") 5%,

I\T
2 =330,
1

€,,...,€5 basede ,: =X, >X,

n—>0 71—>0 i=1 i=1 71—>00
N N
=350 )= [Zﬁié[} = 0(2)=0z") (@ e d).
i=1 i=1

nimerocomplex

No tot espai de Hilbert , (de dimensio infinita) admet una base pre-hilbertiana.

ESPAI DE HILBERT SEPARABLE
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- Definicis: Un espai de Hilbert , és separable st admet una base hilbertiana.

Exemples:
Q Tot espaide Hilbert, de dimensid finita és separable.
Q (% ésun espai de Hilbert , separable.

- Teorema: ,: espai de Hilbert separable, €,,...,€y,... base hilbertiana de ,= VX e,

o0
X = le-ez- on x; =(ei |x)
i=1

v Calculem els nimeros (e,- | ;i): x|

0
. , 2
Aquests numeros verifiquen Z|xl| < +o0], en efecte
i=1

n

2
n
0<&-> xe | =K"=
i=1

5 _ n _» 7" | v
of |12, |- vk |, v
i=1 i=1 i=1
—_—
2% : i X; ?
L i=1
n
) 2
=[&]" = > |,
7
i=1
OO 2 =l IR Desigualtat
es a dir: Z|xl| £||x| , Vi = in < ||x|| < 400
i=1 i=1 de Bessel

La valida de Bessel és valida a tot espai pre-hilbertia on {E z} : sistema

ortonormal.

v Construim |y

n
ine[
=1

Y existeix!

Definicio: y(,) = ZXZ-EZ» ; (}7(”)) és una successié de Cauchy ja que:
i=1

2
7 n
[Fer =l =) 22| = el 0
Y(n) Y(m) - X = Xi 7,7—>0
i=m+1 i=m+1
0
per ser , de Hilbert ja convergeix i el seu limit és inéj =y
i=1
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=>ye,.

(él-|37)= hmijej = lim ZXJej =limx, =

ﬂ—)OO n—>0 n—>0

= (&, |%)= éjy—’}i_r)r:Oijéj o (& |%-y)=0, Vi

=>x-y=0, {Ez} és total =>x =y

7

e8]
= X= z X = (Ei |§) son les components de x a la base

hllbertlana de ¢€,.

Notem que el teorema anterior estableix una correspondencia biunfvoca entre
vectors d’'un espai de Hilbert separable de dimensi6 infinita 1 successions de quadrat

absolutament sumable (=vectors de ¢ 2).

Si , és de dimensid finita, el teorema anterior és trivial i evidentment tenim una

correspondéncia biunivoca entre els vectors de , i els 7 —plans de |”

Aix{i doncs

, de dimensié finita > |

. e 2
, de dimensi6 infinita 4
Correspondencia binnivoca.

A més a més, la correspondencia és /ineal ja que

~ 1)
x—((€ %)=x,
v~ (@ 19)=v,
2+y - (€ 1%+7)=(¢ %)+ (& 13))=
=(& 12)+(E 1)=& )+F,)
(& 2%))= (2 IX)) A& 1%)=2(%,).
- Definicid: Dos espai de Hilbert , 1 ,N es diu que soén zsomorfs si ho soén en el sentit

algebraic (existeix correspondencia biunivoca 1 lineal) i Udsomorfisme algebraic conserva el
producte escalar (= producte escalar d’originals = producte escalar d’imatges).

Nl
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- Teorema: Si , és espai de Hilbert separable.

~|" i dim,=#

3

2 ..
,=l si dim,=o0

Ja hem vist que donada una base hilbertiana {éj} de , (finita o infinita) la
correspondéncia X —> ((_éz |§<)) és un isomorfisme algebraic. Falta comprovar que conserva

el producte escalar.

0 Integral de Lebesgue
b 4 _
DL f(x)dx B ;}E}oz}z 7, (f[a,lb]bz’+1>Jl ])
i=0

I’existencia del limit depén de la “mesurabilitat” de f ! [y 1> yl].

) 0 X racional _
Exemple: la funcié f (x)= ) és integral

x irracional
Lebesgue.
- Teorema: Si f és integrable Riemann a [4,]=> f és integrable Lebesgue a [a,4] i
b b
D_[ Sdx = ERI fdx (no ho demostrarem).
La integral de Lebesgue permet:

v Integrar funcions no integrables Riemann.

v Integrar funcions definides sobre conjunts abstractes (sempre que es pugui
definir una “mesura”).

b
- Teorema:si f =0 quasi per tot arreu _[ /=0 (evident).

- Corol-lari: Si f(x)= g(x) quasi per tot arreu J-b f= J bg .

. . . b2 o
v Considerem el conjunt de funcions per les que WJ. | f | existeix.
a

v La relaci6 “ f =g quasi per tot arreu” és d’equivaléncia—> Construim el
conjunt quocient (=conjunt de les classes de equivalencia) =conjunt de les
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classes de funcions que difereixen en un conjunt de mesura nul‘la (i tenen
per tant, una integral comu).

2 . . .
L[] €ls sues elements s6n “classes de funcions” (cada classe conté

com a maxim una funcié continua).

- Teoremes:

2 . . . ,
a) L[, ;] €s un espai vectorial respecte la suma i producte per un nimero

complex (és un espai sobre | de dimensi6 infinita).

b) [ [24) 5] €s un espai pre-hilbertia respecte el producte escalar

(f|g)EDJ‘jf*gdx (notem: Ij|f|2 — [ =0 (classe 0)).

- Teorema de Fischer-Riesz: D[Zﬂ’b] és complet (=>FEs espai de Hilbert). (Es la

completacio de C[g,b]) (no ho demostrem).

- Teorema de Riesz-Fréchét:

Hi ha una correspondencia biunivoca i multilineal entre vectors i formes
continues.

a—>d
b=
at+b—o>dad+

Aa —> ﬂ,*a'

(/Ieb

Nota: antilineal significa

Demostracié:

a) xe€,—>l’hi associem a)i=(§ ), que és una forma continua. (la

correspondeéncia és, obviament, antilineal).
b) @®e,": 2 possibilitats:
1. @ =0 =Thi associem el vector 0, ja que: 0= (6‘ )
2. ®#0=Ker(w) és un subespai tancat (+)):

%) e Ker () -
—x € Ker (a)) pet ser @ continua.
) 5%
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é e Ker (o)

e —>=

Considerem
éeKer (@)

}—)a)(é)s/l = 0.

Vﬁe,:ﬁ:i_ﬁ’;‘)fq a)();() Hee
A 4]

eKer () eKer (@)
(aplicacio )

= (1e|%)= [/1*6@/1*% - 0(%), V.

2
=S o= (/1*6 | )

— B — — —
la correspondencia a <> (5 | ) és obviament antilineal { a]ﬁ ) (a | )+ (a | )

- Notacié de Dirac:
X —> |x> “ket”
&) (+] “bra”
(i | }7) - <x|y> “bracket”
|x) = (x|

“Hi ha una correspondéncia biunivoca i antilineal entre “bra’s” i “ket’s””.

BASES HILBERTIANES DE [J [Zd,/,]

Teorema (Stone-Weierstrass) : Tota funcié continua a un nterval tancat és aproximable
uniformement per un polinomi:

v També per mitja quadratica.

v També puntualment.

f continua [ﬂ,b]; 3P(x) r[na;](| S(x)—P (X)| < & | arbritari

= 1) Ple)a] <odia

f(x)-P(x)< &, Vx €[a,b] (no ho demostrarem).

El conjunt dels polinomis es dens a C [(L »] (uniformement i és mitja quadratica).
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- Teorema: tota funcié f €L[, ) ¢s aproximable en witja quadratica per una funci6

continua a [a, /]

2 ~ 0 4 ~ ., V2
febtup3fect,y = ﬂ‘f—f‘dx <

(Aixo és el teorema de Fischer-Riesz.).

C[(l),,] ¢és dens a D[Za),,

] (en mitja quadratica)| (no ho demostrarem).

= {Polinomis} és dens a [] [Zd 4] en mitja quadratica

= ortonormalitzant 1,x,x7,x°,... = base hilbertiana de [ [Zd,,,] = D[zd 5] €8

separable.

Exemple: [ [2,1)1] —> Polinomis de 1egendre

- Teorema:  Sigui  p(x) una  funci6 acotada amb les  propietats

p(x)Z 0 atotR
" = x" 02,
Ja>0 ,[_ () dxc = finit TApE

Sio, (x) son les funcions ortonormals obtingudes de x” \/; pel metode de Gram
Schmidt.

2

=>les funcions {(pﬂ (x)} so6n una base hilbertiana de Lj,. ,

] (no ho demostrarem).

- Alternativa: Teorema de Riesz-Fréchét per espais de Hilbert separables (no utilitza els
teoremes de la “minima distancia” ni de la “projeccié ortogonal”):

Teorema

H separable

o forma continua

}:Hze,talque a):<z|.

Sigui {¢,,€,,...} una base hilbertiana

Calculem a)(ei)s P;-

Tenim (pl. ) € (?, en efecte:
n
— * —
z, = Zpi €;
i=1
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2= —Z> 2 n—>0 D

n

Pi

ZA;Z

i=1
? no pot ser infinit: si ho fos tindriem una contradiccio:

_’=Z—”
Yn__, 2

1 AR

= |y.l=

n

n
- |12

= _in = a)(iﬂ) Zﬂ = n—>%0
i sofy,)= D) B ey

z

n

Zﬂ

lim a)(_',7 ) # a)(lim Y, )
@ no continua!!
Per tant (pl. ) el’
14
o - *— ,
Construim z = Z P, €, ¢és el vector buscat

i=1

En efecte:

i=1 =1

)= of 38, of im 38, - bm 30« i 35, = 3o, el

i=1 n—>0
(q.-e.d.)
Aquest teorema es generalitza a espai de Hilbert no separables (Teorema de Riesz-
Fréchét).
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