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1. ESPAIS PRE-HILBERTIANS. 
 

- D’Ara en endavant només considerarem  espais vectorials sobre . 
 
PRODUCTE ESCALAR HERMÍTIC POSITIU 
 

Definició: donat un espai vectorial E  (sobre ), un producte escalar hermític és una aplicació: 
 

→EE  

( ) ( )baba





|,  

 
 amb les propietats 
 

1. linealitat respecte la 2a variable: ( ) ( ) ( )bababba +=+


|||  

( ) ( )baba


||  = ,  . 

 

2. “hermiticitat”: ( ) ( )= abba


|| . 

 

3. positivitat: ( ) 0| aa


, 0a


  ( ( )aa


|  és òbviament real!!). 

 
Conseqüències de la definició: 
 

1. Antilinealitat respecte de la 1a variable 
 

( ) ( ) ( )bababaa


||| +=+  

( ) ( )baba


|| =  ,  . 

 

2. El producte escalar de 0


 amb qualsevol vector és 0 . 
 

( ) ( ) 0|| == 0aa0


 (Demostració: considerem ( )a00


|+  i 

( ) 0| =+ 00a


) 

 

Corol·lari: ( ) 0| =00


. 

 

3. Si ( ) ( )bxax


|| = , bax


=→ E  

 
Demostració: 

➢ Considerem ( ) ( ) ( ) 0||| =−=− bxaxbax


 (per hipòtesi) 

Ex


. 
 

➢ Escollim: ( ) 00| =−=−−−= babababax


. 

 

ESPAI PRE-HILBERTIÀ és un espai vectorial sobre  en el qual tenim definit un 
producte escalar hermític positiu. 
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MÒDUL D’UN VECTOR 
 

- Definició: A tot espai pre-Hilbertià E  podem definir una aplicació 
 

→E  

( ) aaaa


+→ | = mòdul de a


 (o norma de a


). 

 
  Propietats: 
 

   1. 0a


, 0a


 . 

   2. 0=0


. 

   3. aa


 = . 

   4. baba


++  Desigualtat triangular 

 

- Nota: un espai vectorial (sense  o ) amb una aplicació 
aa





RE →
 amb les quatre 

propietats anteriors és un espai normat i a


 és la “norma” de a


. Així, hem vist que tot 

espai pre-hilbertià és u espai normat. El recíproc no és, en general, cert: hi ha espais 
normats que no són pre-hilbertians, és a dir, no existeix producte escalar que 
indueixi la norma existent. 

 
 
DESIGUALTAT DE SCHWARTZ 
 

Si  E  és un espai pre-hilbertians, E ba


,  tenim 

 

( ) baba


|  

 

Demostració: Si a


 o b


 és 0


 la desigualtat es verifica trivialment. 

 Si 0ba


,  tenim   que ( ) 0| ++ baba


 . 

( ) ( ) ( ) ( ) 0|||| +++  bbabbaaa


 ,  . 

( ) ( ) 0||
22

+++
 bbabaa


 ,  . 

Prenem ( ) 0|
2
−=


bba


 . 

( ) ( ) bababbaa


−=
222

|0|  (q. e. d.). 

 

La igualtat es verifica si i només si els vectors ba


,  són proporcionals o si un d’ells és 0


 

(demostració trivial). 
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DESIGUALTAT TRIANGULAR (O DE MINKOWSKY) 
 

 Si E  és un espai pre-hilbertià, E ba


,  tenim: 

 

baba


++  

 
Demostració:  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+++=+++=++=+
 222

||||||| bbabaabbabbaaabababa


( ) ( ) =++++++=




22

Schwartz de
tDesigualta

22

Re

22
2|2|Re2 bbaabbaabbaa



zz

 

( )2ba


+=  (q. e. d.). 

 
ORTOGONALITAT 
 

 Definició: direm que ( )0ba


,  són ortogonals si i només si ( ) 0| =ba


. 

 

- Donat un conjunt finit de vectors linealment independents es sempre possible 
trobar un conjunt de vectors ortonormals (=ortogonals i de mòdul 1 ) que generen el 
mateix espai. 

 

Demostració: (Mètode de Gram-Schmidt) donats nvv





,,1  construïm: 

 

( )

( ) ( )

( )




















−=

−−=

−=

=


−

=

1

1
2

22

2

32
12

1

31
33

12

1

21
22

11

|

||

|

n

k

k

k

nk
nn w

w

vw
vw

w
w

vw
w

w

vw
vw

w
w

vw
vw

vw






























 
( )

ió).per inducctrivial  ió(demostrac

si  0| jiji =vw


  

  

Llavors construïm ( ) kllkkkk == uuwwu


| . 

 
Aquest procés de ortonormalització és òbviament generalitzable a sistemes infinits 
numerables de vectors linealment independents. 
 

- Així, tot espai pre-hilbertià de dimensió finita admet una base ortonormal.  
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Si nuu





,,1  és una base ortonormal d’un espai pre-hilbertià i tenim iia ua


= , 

jjb ub


=  llavors ( ) 
=

=
n

i

ii ba
1

|ba


; 
=

=
n

i

ia
1

2
a


;  

l

l

k

k

i

ii baba
22

. 

 
NOTACIÓ DE DIRAC: 
 

( )
bracket""ket""ket""

| ; ; , , babaaabababbaa


=++   

    
 

2. TOPOLOGIA D’ESPAIS MÈTRICS. 
 
 Motivació: Volem donar sentit a les combinacions lineals infinites de vectors a espais 
pre-hilbertians de dimensió infinita. Algebraicament només estan definides les sumes finites. 
Per definir les sumes infinites (=sèries) es necessari disposar de la noció de límit. Per això 
necessitem, prèviament introduir el concepte de distància. 
 
DISTÀNCIA 
 
 Definició: Donat un conjunt qualsevol, A , direm que a A  hi ha definida una 

distància si Ayx  ,  definim un número real, ( )yxd , , amb les propietats: 

 

  1. ( ) 0, =yxd  sí i només sí yx = . 

  2. ( ) ( ) ( )zydzxdyxd ,,, + , Azyx  ,, . 

 
 Conseqüències de la definició: 
 

   i) ( ) 0, yxd  sí yx  . 

     

    Demostració: ( ) ( ) ( ) ( )yxdyxdyxdxxd ,2,,,0 =+=  

 

   ii) ( ) ( )xydyxd ,, = , Ayx  , . 

 

    Demostració: ( ) ( ) ( ) ( )xydxydxxdyxd ,,,, =+  

( ) ( ) ( ) ( )yxdyxdyydxyd ,,,, =+  

 
ESPAI MÈTRIC: és un conjunt on hi ha definida una distància (Nota: no ha de ser 
necessàriament un espai vectorial). 
 
Exemples: 
 

1. A qualsevol,  ( )




=




yx

yx
yxd

          0

          1
,  

 

2.  , Z, Q, ,  ( )




−

−


yxxy

yxyx
yxd

          

          
,  
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3. ,  ( ) zzzzd −,  (amb + zzz ) 

 

4.  
0

,baC : funcions contínues a  ba ,  (funcions complexes de variable real). 

 

5. Tot espai pre-hilbertià amb ( ) yxyx


−,d . 

 
 

ELEMENTS DE TOPOLOGIA D’ESPAIS MÈTRICS: Sigui  dA,  espai mètric 

 
Bola oberta: 
 

 Definició: Donats Ax , r  +  (número real positiu) definim “bola oberta de 

centre x  i radi r ” com el conjunt d’elements, y , de A  que verifiquen ( ) ryxd , . 

 

( ) ( ) ryxdAyyrxB  ,|;  

 
 (Nota: amb  : bola tancada i amb = : esfera). 
 
Element interior 
 

Definició: AAx  , x  és “element interior” a A  si existeix alguna bola oberta 

( ) ArxB ; . 

 
Subconjunt obert: 
 

Definició: AA  ; A  és un “subconjunt obert” de A  si tot element de A  és 

interior a A . 
 
Subconjunt tancat: 
 

Definició: AA  ; A  és un “subconjunt tancat” de A  si ( )AA −  és un 

subconjunt obert. 
 
Subconjunt dens a A : 
 

Definició: AA  ; A  és “dens a A ” si tot element de A  té un element de A  

tan pròxim com es vulgui ( Ax , 0 , ( )  xxdAx ,| ). 

 

SUCCESSIONS CONVERGENTS [ dA, : espai mètric] 

 

Definició: una successió ,,, 21 nxxx  d’elements de A  es diu que és convergent cap a 

Ax  si 0 , ( ) ( )   xxdM n ,| , ( )Mn  . 

 

 Escriurem: xxn
n

=
→

lim  

 

“ nx  s’acota a x  tant com es vulgui per n  suficientment gran”. 
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 Teorema: El límit d’una successió convergent és únic 
 

Demostració: 





→

→

yx

xx

n

n ( ) ( ) ( ) ( ) +

gran.
entsuficientm per 

arbritari,,,
n

nn xydxxdyxd   

( ) yxyxd == 0, . 

 

Teorema:  AA  : A  és dens a A  tot element de A  és límit de qualsevol 

successió d’ A  (evident). 
 

Teorema: AA   és un subconjunt tancat si i només si el límit de qualsevol 

successió  convergent d’elements de A  és també A . 
 

( )  A  tancat; xxxx
Ax

n

i

→


,,, 21  Ax   [Efectivament: si AAxAx − ]. 

:x  interior a −AA   bola oberta 

( ) ( )  − nxxBAAxB ,,  (absurd!). 

 

( )  tota successió convergent de A  té el límit dins A A  tancat. 

[Efectivament: si A  no és tancat AA −  no és obert AAy −  

que no és interior a AA −  tota bola oberta ( ),yB  conté elements de 

Apodem construir successions d’elements de A  que convergeixen 

cap a AAy − . 

 
SUCCESSIONS DE CAUCHY 
 

 [ dA, : espai mètric] 

 

 Definició: un espai mètric,  dA, , és complet si tota successió de Cauchy és 

convergent. 
 
 Exemples: 
 

1. A amb ( )




=




yx

yx
yxd

          0

          1
,  és complet. 

 

2. , Z amb ( )




−

−


yxxy

yxyx
yxd

          

          
,  són complets. 

 

3. Q amb la distància anterior no és complet→  és complet (és la 
completació de Q). 

 

4. , ( ) zzzzd −,  és complet. 

 

5.  
0

,baC , ( )
 

( ) ( )xgxfgfd
bax

−=
 ,
max,  és complet. 
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6. E : espai pre-hilbertià amb ( ) yxyx


−,d  potser complet o no.     

 
Teorema: tot espai mètric no complet és completable i la completació és única. 
 

(No ho demostrarem, la demostració és similar a la construcció de  a partir 
de Q). 

 
 Teoremes: a) complet tancat (evident). 
    

b) tot subconjunt tancat d’un espai mètric complet és complet. 
 

  
 

3. ESPAIS DE HILBERT. 
 
ESPAI DE HILBERT 
 

- Definició: un espai de Hilbert és un espai pre-hilbertià complert. 
 

- Exemple 1: tot espai pre-hilbertià de  dimensió finita és de Hilbert. 
 

( )nx


 successió de Cauchy
( ) ( ) 0→− mn xx


, base ortonormal 

Nuu





1 ; 
( ) ( )

=


N

k

k
n

k
n

1

uxx


. 

 

➢ ( )n
kx


, (k : fixat) és una successió de Cauchy de números complexes 

(convergent) a efecte: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

1

1

2
→−=









−− 
=

mn
N

k

mnmn xxxxxx


. 

 

➢ Sigui ( )n
k

n
k xx

→
= lim  tenim que 

( ) 0⎯⎯ →⎯−
→n

n
kk xx . 

 

➢ Construïm 
=


N

k

kkx
1

ux


. 

 

➢ La successió  ( )nx


 convergeix cap a x


, en efecte: 
 

( ) ( ) 0
2

1

1

2
⎯⎯ →⎯









−=−
→

=

 n

N

k

nn xxxx


. 

 
L’espai és complet. 
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- Exemple 2: Espai 2 =”espai de les successions numèriques de quadrat 
absolutament sumable”. 

 

( ) ,,,1
2

n= , k , 


=

+
1

2

k

k . 

 

→ A 2  definim:  
 

➢ Suma: ( ) ( ) ( )kkkk  +=+  

 

➢ Producte per  : ( ) ( )kk  =  

 

Amb la suma i el producte per   2 : espai vectorial  (demostració 

trivial). 
 
 Les definicions són correctes. 
 

  







=

++

222

222
2

kk

kkkk




 (

2222
22 bababa +=−++ ). 

 

 2  té dimensió infinita: 
 

  

( )

( )

( )












=

=

=












,0,,1,0,0

,0,,0,1,0

,0,,0,0,1

3

2

1

u

u

u

 iu
 2  

 

són linealment independents amb un número finit no podem generar   (si 

Nuu





1  fos base; +1Nu


combinació lineal de u


). 

 

→ A 2  definim producte escalar: 
 

( ) ( )( ) 


=

=
1

|
k

kkkk   2 : espia pre-hilbertià   (demostració trivial). 

 

  La definició és correcta: 

( )








 += 

−





22

0
2

1

2

kk

ba

kkkk  . 

 

( ) +








= 


=

2
1

1

2

k

kk   
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→ Sigui ( ) ( )( )n
k

nx   una successió de Cauchy d’elements de 2 . 

 
( ) ( ) − mn xx


, Mmn  ,  

( ) ( )  








−


=

2
1

1

2

k

m
k

n
k , Mmn  ,  

( )n
k  (k : fixat) és una successió de Cauchy de números complexes 

(convergent). 
 
 En efecte: 
 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2

1

22
 −=−− 



=

mn

j

m
k

n
k

m
k

n
k xx , Mmn  , . 

 

Sigui ( ) ( ) 0lim ⎯⎯ →⎯−=
→→ nk

n
k

n
k

n
k  . 

 

Construïm ( )kx   

 

Demostrem ara que ( )nxx lim=  i que 2x  
 
Tenim: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2

1

2

1

2
 −=−− 



==

mn

j

m
k

n
k

r

k

m
k

n
k xx , Mmn  , , r . 

 

Prenem: →m   ( ) 2

1

2

 −
=

r

j

n
kk , Mn  , r . 

 

Prenem →r   ( ) 2

1

2

 −


=j

n
kk , Mn  . 

 

 
( ) 2

2
− nxx , Mn   ( )n

n
xx

→
= lim . 

 

 ( )( ) 2− n
kk  , també ( )( ) 2n

k  ( ) 2k . 

 

 2 : és complet. 
  

  2 : espai de Hilbert de dimensió infinita. 
 

- Exemple 3: Exemple d’un espai pre-hilbertià que NO és de Hilbert. 
 

 
0

,baC  amb ( ) 
=

b

a
gdxfgf | , és un espai pre-hilbertià (demostració virtual). 
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Considerem el cas concret    1,1, −=ba , sigui ( )

 

 
 












−

=

1,          1

,0          x

0,1          0

1

1

n

nn

x

xn

x

xf  

 

 ( ) ( ) ( ) ,,,, 21 xfxfxf n  és una successió de Cauchy, en efecte: 

  

( ) ( )
( )



grans
entsuficientm

,per 2

2

2

2

0

2

suposem

1

1

2

33
1

1

1

1

nm
nm

nmnm
nm

m

nm

mn
dxnxdxnxmxdxffff

n

m

m


−

=−+−=−=− 


+

−

 

 La successió ( )( )xfn  no és convergent. Suposem que existeix ( ) ( )xfxf n
n →

= lim . 

  

 Tindríem ( ) ( ) 0
1

1

22
⎯⎯ →⎯−=−
→

+

− nnn dxxfxfff . 

 

Per altra banda: ( ) ( ) ( ) ( ) −−
−−

1

1

20

1

2
dxxfxfdxxfxf nn  i també 

( ) ( ) ( ) ( ) −
−−

1

1

21 2
dxxfxfdxxfxf nn

, 0 , 1 . 

 
 Així doncs tenim: 
 

  0
0

1

0

2
⎯⎯ →⎯−
→−

=

 nn dxff


,  =−

=

1

,1

2
0

1





dxff

n

n 
,  . 

 

 Com que ( )xf  hauria de ser contínua  
0

1,1−C , això implica 

 
 

- Teorema: Donades les successions convergents xx


→n ; yy


→n  en un espai pre-

hilbertià, E , tenim que: 
 

 Ea


, la successió ( )nxa


|  convergeix cap a ( )xa


| . 

 

 La successió ( )mn yx


|  convergeix cap a ( )yx


| . 

 
Demostració: 
 

 

a) ( ) ( ) ( ) 0|||

Schwartz de
tdesigualta

⎯⎯ →⎯−−=−
→nnnn xxaxxaxaxa


. 

 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −+−+−−− yyxyxxyyxxyxyx


mnmnmn |||||  

( ) ( ) ( ) −+−+−− yyxyxxyyxx


mnmn |||

traingular
tdesigualta
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⎯⎯ →⎯−+−+−−
→
→

m
nmnmn yyxyxxyyxx



Schwartz de
tdesigualta

. 

 
“Límit del producte escalar=producte escalar dels límits” 
 
BASE HILBERTIANA 
 

- Definició: Un sistema de vectors d’un espai de Hilbert es diu que es ortogonal si tots els 
vectors del sistema són ortogonals dos a dos. Si aquests vectors són, a més a més, 
de mòdul 1  direm que el sistema es ortonormal. 

 

- Definició: Un sistema de vectors d’un espai de Hilbert es diu que és total si l’únic vector 

ortogonal a tots ells es el vector 0


. 
 

- Definició: Un sistema de vectors d’un espai de Hilbert  es diu que constitueix una 

base hilbertiana de  si el sistema és ortonormal, total i numerable. 
 

Exemples: 
 

1. Pels espais de Hilbert de dimensió finita (=pre-hilbertians) aquesta definició 
coincideix amb la ja coneguda de base ortonormal. 
 
(=tota base ortonormal és evidentment total i numerable (per ser finita)). 

 

2. El sistema ( )( )i
ki =u


 amb ( )

ik
i

k  =  de 2  és una base hilbertiana de  . 









= 


,0,1,0,,0,0

i

iu . 

 

 És ortonormal: ( ) ( )



=



=


 ==

11

|
k

ki

k

i
kji uu


. 

 

 És total si ( )k=a


 és iu


⊥ , i  ( ) ( )
i

k

kik

k

k
i

ki  === 
au


| . 

 0=i , i  0a


= . 

 

  És numerable  iu


. 

 

4. L’ESPAI   
2

,ba . 
 

L’ESPAI   
2

,ba  

 

- Definició: és l’espai de les funcions complexes (de variable real) de “quadrat 

absolutament sumable” a l’interval  ba , . 

 

( ) =
b

a
dxxf existeix 
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- Idea intuitiva de la Integral de Lebesgue 
 

 Concepte de mesura d’un conjunt, A , de punts de l’interval  ba , : 

 

“mesura exterior de A ” ( )  Ame extrem inferior a la suma de les 

llargades de qualsevol conjunt d’intervals que cobreixen A  
 

Exemples: si     ( ) cdAmbadcA e −=→= ,,  

  ( ) 0punt 1punt 1, =→== emccA  

 
Teorema: la reunió d’un número finit o infinit numerable de conjunts de 
mesura nul·la és també de mesura nul·la (sense demostració). 
 
Corol·laris:  
  

1. Un número finit de punts té mesura nul·la. 
 

2. Un número infinit numerable de punts té mesura nul·la 

  bae Qm ,  (racionals de  ba , ). 

 
Terminologia: “quasi per tot arreu”= ”tot arreu excepte un conjunt de mesura 
nul·la”. 

 

 Integral de Lebesgue comparada amb la Riemann 
 

❑ Integral de Riemann ( ) ( )( )
=

+ −=
n

i

iii

b

a
xxxdxxf

0

1 . 

L’existència del límit depèn del “bon comportament” de ( )xf . 

 

En realitat tenim: “suma superior” (decreix quan →n ) → . 

 “suma inferior” (creix quan →n ) →   

Si coincideixen existeix la integral. 
 

Exemple: ( )




=
l irraciona          1

 racional          0

x

x
xf →  no es integrable Riemann. 

1= , 0= . 

   ( ) ==













= 

=



→
==

→

n

ji

ijji
n

n

j

jj

n

i

ii
n

H
yxyx

1,11

limlim| eeyx


 

( ) ( )( )ii

i

ii
n

n

i

ii
n

yxyxyx |limlim
11

=== 


=



→
=



→

2 , 
n . 

 

 
n  dimensió finita 

 2  dimensió infinita 
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- Corol·lari: Si  és un espia de Hilbert separable de dimensió infinita,  ie


 base 

hilbertiana,  


=

=
1i

iix ex


 on ( )xe


|iix =  


=

=
1

2

i

ixx


 Igualtat de Parseval. 

 

- Definició: Un espai d Hilbert separable de dimensió infinita és un “espai de Hilbert 
clàssic”. 

 
Notes sobre les bases hilbertianes: 
 

 Hem vist que si un sistema és ortonormal, numerable i total ( =base 

hilbertiana) la seva envoltura lineal és densa a  (= tot vector de  és el límit d’una 

successió de combinacions lineals finites dels ie


’s de la base). 

 

 El recíproc també és cert: Si un sistema neee





,,, 21  és ortonormal i numerable i la 

seva envoltura lineal és densa a El sistema és total (=base hilbertiana). 
 

Demostració: sigui iex


⊥ , i  per hipòtesi ( )n

n
xx


→
= lim  on 

( )  i
n ex


  


( )nxx


⊥ , n  ( )( ) 0| =nxx


, n 
( )( )== nxx


|lim0  

( )( ) ( ) 2
|lim| xxxxx


=== n

 0=x


 

 
Així tenim 2  definicions alternatives (equivalents) de base hilbertiana. 
 

Base hilbertiana








=

a Hdensa linela envoltura  amb numerable, ,ortonormalsistema 

total numerble, ,ortonormalsistema 

 

 

Exemples de bases hilbertianes de   
2

,ba : 

 
1) Polinomis de Legendre: 
 

  
2

1,1− , considerem el sistema ( ) n
n xxf   ( ),2,1,0=n  

 
❑ És linealment. Independent. 

 
❑ No és ortonormal. 

 

   nnf ⎯⎯⎯⎯ →⎯
Schmidt Gram

: base hilbertiana de   
2

1,1−  

 

( )xPn nn
2

1
+=  on ( ) ( )n

n

n

nn x
dx

d

n
xP 1

2!

1 2 −  
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2) Polinomis d’Hermite 
 

  
2

,− ,  considerem ( ) 2

2x

exxf n
n

−  

 
❑ És linealment. Independent. 

 
❑ No és ortonormal. 

 
 

   nnf ⎯⎯⎯⎯ →⎯
Schmidt Gram

: base hilbertiana de   
2

,−  

 

( )xHe
n

n

n

n

x
2

2

2!

1 −

=


  on ( ) ( )
22

1 x

n

n
xn

n e
dx

d
exH −−  

 
3) Polinomis de Laguerre 

 

  
2

,0  ,  considerem ( ) 2

2x

exxf n
n

−  

 
❑ És linealment. Independent. 

 
❑ No és ortonormal. 

 
 

   nnf ⎯⎯⎯⎯ →⎯
Schmidt Gram

: base hilbertiana de   
2

,0   

 

( )xLe nn

x
2

2−

=  on ( ) ( )nx

n

n
x

n xe
dx

d
e

n
xL

2

!

1 −  

 
4) Sèries de Fourier 

 

  
2

2,0  , definició: 
inx

n e =



2

1
 

 
❑ És una base hilbertiana. 

 
En tots els casos: 
 

   2 ; →=
n

nna  
=

b

a
nn dxa    =

b

a
n dxa 

2
 

 

  =
n

nna  : sèrie ( fites en el sentit “mitja quadràtica”). 
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( )

( ) 

( ) ( )






=

=

=

xxdx

xdx

x







 ( ) ( ) ( )xxxx
n

nn

n

nn
−==    1  

 

 ( ) ( ) ( ) ( )xxxxdx
n

n

n

nn    === 
 

  

 
TEOREMES IMPORTANTS 
 

- Definició: sigui M  subespai de  (espai de Hilbert); definim 

 MHM  de tot vector,| ⊥=⊥ xxx


. 

 
⊥M és tancat (encara que M  no ho sigui). 

 
( ) xx


→n  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) xyxyxyxx


=




==

→→

⊥ |lim|lim0| n

n

n

n

nn M , My


 

  
⊥Mx


 

 

- Teorema de la mínima distància: 
 

M  subespai tancat de  (espai de Hilbert); Ha


; −=


xa
x




M
d inf  un vector 

M0x


 (i només un) tal que d=− 0xa


. 

 

 Per ser −=


xa
x




M
d inf , existeix una successió ( )


M

n



x


 tal que 

( ) d
n

n ⎯⎯ →⎯−
→

ax


 . 

 
“Paral·lelogram”: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) 22

2

22
22

2

axaxaxaxaxax

xx



  





−+−=−−−+−−−

−+

mn

a

mnmn

mn

 


( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )


+

−−+−=−








2

2
422

222

d

mn
mnmn xx

axaxxx  

( ) ( ) 0422
,

2
22

22

⎯⎯⎯ →⎯−−+−=
→mn

d

m

d

n d







axax . 

 

CauchyConvergent
( )

(tancat) 
0

M

n



→ xx


 és el vector buscat. 
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( ) ( )( ) ( )( ) =




 −−=−−=−

→→

n

n

n

n
xaxaxaxaxa


lim|lim| 00

2

0  

  ( ) ( )( ) ( ) 2
2

|lim dnnn

n
=−=−−=

→
xaxaxa


. 

 

 0x


 és únic ; suposem existeix 0x


 

  

 “Paral·lelogram”: 0
2

422

2

22

2

002

0

2

0

2

00 −
+

−−+−=−


==












d
dd

a
xx

axaxxx . 

 

 Nota: el vector 0x


 l’hi direm “projecció de a


 sobre M ”. 

 

- Teorema de la projecció ortogonal 
 

M  subespai tancat de  (Hilbert)   ⊥= MM  
 

 a


 busquem 0inf| 000 =−=−


axaxx
x




M
M . 

  

Sigui 


M

+− 0

?

0 xxaa





. 

 

My


: ( ) |Re2 0

222

2

0
2 xayyxa





−−+=−− dd

M

,  . 

 ( ) 22

0 |Re2 yyxa


 − ,  . 

 
( )

( ) 0|
|

02
0 =−

−
= yxa

y

xay 



 , My


. 

  ⊥− M0xa


, 

 

a


: +−=


 ⊥
M

M

00 xxaa





 ⊥+ MM   ⊥ MM , ja que  0


= ⊥MM . 

 
FORMES CONTÍNUES D’UN ESPAI DE HILBERT 
 

- Definició: donat un espai de Hilbert  direm que   és una forma (o funcional lineal) de  

si   assigna a cada vector 0x


 un número complex ( )x


  verificant-se: 

 

❑ ( ) ( ) ( )yxyx


 +=+ ,  yx


,  

 

❑ ( ) ( )xx


 = ,  yx


, ,   
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- Teorema: el conjunt de les formes de  té estructura d’espai vectorial amb les 
operacions: 

 

❑ ( )( ) ( ) ( )yxx


 +=+  

 

❑ ( )( ) ( )xx


 =  

 

(demostració trivial)→Espai  dual algebraic: . 
 

- Definició: Una forma de  es diu que és contínua si donada una successió convergent 

de vectors de : xx


→n  es verifica que la successió numèrica ( ) ( )xx


 →n . 

 

( ) ( )xx


limlim  =n  

 

 Nota: no tota forma d’un espai de Hilbert  és contínua. 
 

- Definició: Espai dual d’un espai de Hilbert  és l’espai de les seves formes contínues:  . 
 

- Teorema: Tota forma bilineal d’un espai de Hilbert  de dimensió finita és contínua (es 

a dir: dim = finita  = ). 
 

( )nx


= successió convergent de : ( ) xx


→n . 

Nee





,,1  base de : 

( ) ( )















=

=





N

kk

N

k
n

k
n

1

1

exx

exx





( )
k

n
k xx


→  

 

  forma de  

( )( ) ( ) ( )( )
==

=









=

N

i

i
n

i

N

i

i
n

i
n

11

exexx


  

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )=




=










= 

=
→

=
→→

N

i

i
n

i
n

N

i

i
n

i
n

n

n
11

limlimlim exexx


  

( ) ( ) ( )( )n
i

N

i

ii

N

i

ii xxexex





 ==










== 

==

complex número

11

 (q. e. d.). 

 

 No tot espai de Hilbert  (de dimensió infinita) admet una base pre-hilbertiana.  

 
 

 
 
ESPAI DE HILBERT SEPARABLE 
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- Definició: Un espai de Hilbert  és separable si admet una base hilbertiana. 
 

Exemples: 
 

❑ Tot  espai de Hilbert  de dimensió finita  és separable. 
 

❑ 
2  és un espai de Hilbert  separable. 

 

- Teorema: : espai de Hilbert separable, 





,,,1 Nee  base hilbertiana de   x


: 




=

=
1i

iix ex


 on ( )xe


|iix =  

 

 Calculem els números ( ) ii x=xe


| . 

 

Aquests números verifiquen 


=

+
1

2

i

ix , en efecte 











=



===

==














−














−−=− 

n

i
i

n

i
i x

n

i

ii

x

n

i

ii

n

i

i

n

i

ii xxxx

1

2

1

2

111

22

2

1

0 xeexxex , n . 


=

−=
n

i

ix
1

22
x


. 

 

   es a dir: 
2

1

2
x



=

n

i

ix , n  +
=

2

1

2
x
n

i

ix   
Bessel de

tDesigualta
 

 

La vàlida de Bessel és vàlida a tot espai pre-hilbertià on  ie


: sistema 

ortonormal.   
 

 

 Construïm 
=


n

i

iix
1

ey


 

 
Y existeix! 
 

Definició: ( ) 
=


n

i

iin x
1

ey


; ( )( )ny


 és una successió de Cauchy ja que: 

 ( ) ( ) 0
,

1

2

2

1

⎯⎯⎯ →⎯==−
→

+=+=

 mn

n

mi

i

n

mi

iimn xx eyy


 

    

   per ser  de Hilbert ja convergeix i el seu límit és ye





=1i

iix  
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    y


 . 

 

 xy


=  

 

( )xe


|iix   

 

( ) xxxx j
n

n

j

jji
n

n

j

jj
n

ii ==













=














=

→
=

→
=

→
 limlimlim|

11

eeeeye


 

( ) ( ) 0|lim|
1

=−













−= 

=
→

yxeeyexe


i

n

j

jj
n

ii x , i  

0=− yx


,  ie


 és total yx


=  

 

( )


=

=
1

|
i

ii exex


, ( )xe


|iix   són les components de x  a la base 

hilbertiana de ie


. 

 
 Notem que el teorema anterior estableix una correspondència biunívoca entre 
vectors d’un espai de Hilbert separable de dimensió infinita i successions de quadrat 

absolutament sumable (=vectors de 2 ). 
 

 Si  és de dimensió finita, el teorema anterior és trivial i evidentment tenim una 

correspondència biunívoca entre els vectors de  i els −n plans de  n . 
 
 Així doncs 
 

 de dimensió finita    n  

     de dimensió infinita   2  
 
  Correspondència biunívoca. 
 
 A més a més, la correspondència és lineal ja que 
 

   → 
n ( )2  

   ( )( ) ii xxex


→ |  

   ( )( ) ii yyey


→ |  

   ( )( ) ( ) ( )( )=+=+→+ yexeyxeyx


||| iii  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )iiii yxyexe


+=+= ||  

   ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )iiii xxexexex


 ===→ ||| . 

 

- Definició: Dos espai de Hilbert  i  es diu que són isomorfs si ho són en el sentit 
algebraic (existeix correspondència biunívoca i lineal) i l’isomorfisme algebraic conserva el 
producte escalar (producte escalar d’originals=producte escalar d’imatges). 
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- Teorema: Si  és espai de Hilbert separable. 
 

 
n  si dim  n=  

 2   si dim  =  
 

 Ja hem vist que donada una base hilbertiana  ie


 de  (finita o infinita) la 

correspondència ( )( )xex


|i→  és un isomorfisme algebraic. Falta comprovar que conserva 

el producte escalar. 
 

( )


=

=
n

i

i

x

i

i

,

1

| exex





, ( )


=

=
n

i

i

y

i

i

,

1

| eyey





 

 
❑ Integral de Lebesgue 

 

 ( ) 
=

→


n

i

i
n

b

a
ydxxf

0

lim    ( )11
1
, , yyfm ibae +
−

. 

 

L’existència del límit depèn de la “mesurabilitat” de  11
1 , yyf i +
− . 

 

Exemple: la funció ( )




=
l irraciona          1

 racional          0

x

x
xf  és integral 

Lebesgue. 
 

- Teorema: Si f  és integrable Riemann a  ba ,  f  és integrable Lebesgue a  ba ,  i 

  =
b

a

b

a
fdxfdx  (no ho demostrarem). 

 
La integral de Lebesgue permet: 
 

 Integrar funcions no integrables Riemann. 
 

 Integrar funcions definides sobre conjunts abstractes (sempre que es pugui 
definir una “mesura”). 

 

- Teorema: si 0=f  quasi per tot arreu 0=
b

a
f  (evident). 

 

- Corol·lari: Si ( ) ( )xgxf =  quasi per tot arreu  =
b

a

b

a
gf . 

 
 
 

 Considerem el conjunt de funcions per les que  
b

a
f

2
 existeix. 

 

 La relació “ gf =  quasi per tot arreu” és d’equivalència→Construïm el 

conjunt quocient (= conjunt de les classes de equivalència)= conjunt de les 
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classes de funcions que difereixen en un conjunt de mesura nul·la (i tenen 
per tant, una integral comú). 

 

  
2

,ba : els sues elements són “classes de funcions” (cada classe conté 

com a màxim una funció contínua). 
 

- Teoremes: 
 

a)   
2

,ba  és un espai vectorial respecte la suma i producte per un número 

complex (és un espai sobre  de dimensió infinita). 
 

b)   
2

,ba  és un espai pre-hilbertià respecte el producte escalar 

 

( ) gf |  
b

a
gdxf  (notem: 0

2
=→ ff

b

a
 (classe 0 )). 

 

- Teorema de Fischer-Riesz:   
2

,ba  és complet (És espai  de Hilbert). (És la 

completació de  
0

,baC ) (no ho demostrem). 

 

- Teorema de Riesz-Fréchét: 
 

Hi ha una correspondència biunívoca i multilineal entre vectors i formes 
contínues. 
 

Nota: antilineal significa 













→

+→+

→

→

aa

baba

bb

aa



 (  ) 

 
 Demostració: 
 

a) x


→ l’hi associem ( )  xx


 = , que és una forma contínua. (la 

correspondència és, òbviament, antilineal). 
 

b)  
 : 2  possibilitats: 

 

1. 0=  l’hi associem el vector 0


, ja que: ( ) 0 0


=    

 

2. 0  ( )Ker  és un subespai tancat ( ): 

 
( ) ( )
( )

( )


Ker 
Ker 

→






→


x

xx

x 




n

n

 per ser   contínua. 
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   Considerem 
( )

( )
( )

0
Ker 

Ker 






⊥

→






→



e
e

xe

e







. 

   x


: 
( )

( )

( )

( )












⊥






 +−=
















Ker 

2

) aplicació(
Ker 

2
e

x
e

x
xx  

   ( ) ( )
( )xe

x
exe










 =














= 

2
| , x


 . 

    ( ) |e
=   

 

  la correspondència ( ) |aa


  és òbviament antilineal 
( ) ( ) ( )

( ) ( )





=

+=

  | |

 | ||

aa

aaba





. 

 
 

- Notació de Dirac: 
 

x→x


  “ket” 

( ) x→ |x


  “bra” 

( ) yx→yx


|  “bracket” 

 

( xx

yyyx

xx

→

+→+

→

 

 

  
 “Hi ha una correspondència biunívoca i antilineal entre “bra’s” i “ket’s””. 
 

BASES HILBERTIANES DE   
2

,ba  

 

- Teorema (Stone-Weierstrass) : Tota funció contínua a un interval tancat és aproximable 
uniformement per un polinomi: 

 

 També per mitja quadràtica. 
 

 També puntualment. 
 

f  contínua  ba , ; ( )xP  
 

( ) ( ) − xPxf
ba ,

max  arbritari 

    ( ) ( )  abdxxPxf
b

a
−−  

2
1

 

    ( ) ( ) − xPxf ,  bax ,  (no ho demostrarem). 

 

El conjunt dels polinomis es dens a  
0

,baC  (uniformement i és mitja quadràtica).  
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- Teorema: tota funció f   
2

,ba  és aproximable en mitja quadràtica per una funció 

contínua a  ba ,  

 

f   
2

,ba ;  f
~

 
0

,baC :   − 
2

1
~b

a
dxff  

(Això és el teorema de Fischer-Riesz.). 
 

  
0

,baC  és dens a   
2

,ba  (en mitja quadràtica)  (no ho demostrarem). 

 

   Polinomis  és dens a   
2

,ba  en mitja quadràtica 

 

  ortonormalitzant ,,,,1 32 xxx base hilbertiana de   
2

,ba    
2

,ba  és  

separable.   

 

 Exemple:   
2

1,1− →Polinomis de Legendre 

 

- Teorema: Sigui ( )x  una funció acotada amb les propietats 

( )

( )






=






−
finit     0

Rtot a      0

dxex

x

x



 nx   2 . 

 

Si ( )xn  són les funcions ortonormals obtingudes de nx  pel mètode de Gram 

Schmidt. 
 

 les funcions ( ) xn  són una base hilbertiana de   
2

 de   (no ho demostrarem). 

 

- Alternativa: Teorema de Riesz-Fréchét per espais de Hilbert separables (no utilitza els 
teoremes de la “mínima distància” ni de la “projecció ortogonal”): 

 
Teorema 
 






z
H

contínuaforma  

separable 


 tal que z= . 

 

Sigui  


,, 21 ee  una base hilbertiana 

 

Calculem ( ) iie   . 

 

Tenim ( ) 2i , en efecte: 

 

 
=


n

i

iin

1

ez
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 ( ) ( ) ?
2

1

2

1

⎯⎯ →⎯==
→

==




n
n

n

i

i

n

i

iin zez


  

 ? no pot ser infinit: si ho fos tindríem una contradicció: 
 

    00
1

2
⎯⎯ →⎯⎯⎯ →⎯=
→→ n

n
n

n

n

n

n
n y

z
y

z

z
y










 

  ( )
( )

  11
2

2

22
⎯⎯ →⎯===
→n

n

n

n

n

n
n

n

n
n y

z

z

z

z
y

z

z
y














 

  

     

    ( ) ( )nn yy


limlim    

      no contínua!! 
 

Per tant ( ) 2i  

 

Construïm 
=


n

i

ii

1

ez


  és el vector buscat 

 
En efecte: 
 
 

( ) ( ) ( ) xzxxxxx
i

ii

i

ii
n

i

i

i
n

i

i

i
n

i

i

i 


=




=
→



=
→



=
→



=

====









=










=

11111

limlimlim  eeex


(q. e. d.) 
 

Aquest teorema es generalitza a espai de Hilbert no separables (Teorema de Riesz-
Fréchét). 
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