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1. OPERADORS LINEALS.

OPERADOR LINEAL: A

El domini de definici6 A no és necessariament tot , [excepte: operador d_ de
xc

.2
Iespai [ [« ,7]]
Si dim, és finita, tot operador esta definit a tot ,.

La condici6 necessaria 1 suficient per que A=B és que (§|/21)7):(§|]§§7),
VX,y €,.

Operacions amb operadors:
v Suma: (A+ B = A%+ B
v Producte per un escalat: (2(21)5( = /1(/2117()
v Composicio: (121 ° B):‘( = /21(]%)?)
Operador continu: Un operador, A, és continn a % si donada qualsevol successio

n—>0 n—>0

X, > X tenim que A%, - AX [@ lim A%, — A(nm ;(ﬂ

Operador acotat: Un operador A (definit a tot ,) és acofat si existeix un numero real
positiu & que verifiqui:

Norma d’un operador acotat és el minim b que verifiqui la desigualtat anterior:

— ‘ ="maxim factor de dilatacié de A 7= supHA?(H
=] I|=1

Az

A

A

=sup
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e

Propietats:

v 121H>Osi/21¢(); o|=0

v LB+ 18]
v A=A

v [AeB

<l

- Teorema: Un operador A (definit a tot ,) és continna a tot , si1inomés si és acotat
(=) A acotat=> si X, >X tenim
|, > 5] =[ Az, )| <] 4]+ %, -] —=—0 = A continua.
n—>0
(=) A continua=> A4 acotat:

Suposem A: no acotat=> N >0, N € |,

3y || A%y

- - 1
>||XN|| =detyy = ”_. ” = ”y \T” —)O =

Vv 0= Ay W)AO =0 (1)

Per altra banda: | 45 | > NI | = 1= | 451 | # 0 ).
N—o

Comparant (1) i (2) veiem que ens porta a una contradicci6!!

- Teorema: Tot operador lineal en un espai de Hilbert de dimensié finita és continu
(=acotat).
Demostracié: Sigui 4, ...u, una base ortonormal
- = A = =
X€E,; X—>X= A(x)
4 —_—
X = Ay,

Z

2
|z 2]z
Shwartz ‘ J

= A =I=T -
7

A |RE < MR on M =maXﬂAy-
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= [AGY Il < A acotar . e. ),

- Teorema: tot operador acotat en un espai de Hilbert separable es pot representar per
una matriu (finita o infinita).

Si dimensio és finita=>és evident.
Si dimensi6 infinita; €,...€,... base ortonormal (hilbertiana).

7n—>0 —

definim X x Zx €, evidentment x( )—)x

llavors

o 0)-(o1 a7 - fo 1 )

7n—>0 A és continu: 7n—>0

- tmfe 1) mf &1 A S, || im s 21 )

n—>0 n—>0
=A

9

—hmZij/ ZAX

ﬂ—)OO

Notacio de Dirac

[0} —1)
er ambx —<ej‘x>
er amb x —</"X> |x'>=A|X>:
)

el-><el-

/><"z‘

x)

i\

Zx € ambA <

és a dir: Z|€,€><ek| =1
£
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OPERADOR INVERS
Donat un operador A, direm que A" és Linvers de A si es verifica:
Ao A=A o A=1 (operador identitat)

Nota: no és suficient 44" =1 ja que en general aixo no implica que AA=1 [per
que AA"=1 impliqui A4 =1 és necessari que A’ sigui també invertible, és a
dir, que 34" tal que A'A4" =1, llavors tindrem que A"=A4.En general, pero, la
invertibilitat de 4 no implica la invertibilitat de A'. Per 2ixd hem d’imposar
AA=AA=1 a la definici6] (Exemple: %;  Alx;,xy,...)=(00,5,...);
A'(x,,%,,...)=(0,0,...)). Si la dimensi6 de Pespai és finita AA'=1 = A4 =1
[Aixo és degut a que la condici6é necessaria i suficient per I'existéncia d’invers, A ,
és que detA# 0, pero al ser AA'=1=det A #0 = A’ invertible= A'A=1].

. g . L , &=1
Nota: En general A acotat— A acotat (condicié necessaria 1 suficient per .4

acotat: & é<OSHS
]

A

Al.

OPERADOR ADJUNT
Donat un operador A, definim Loperador adjunt de A com aquell A* que verifica:
& 5)=(a=15) viye,
(0, equivalentment, (x| §)=(%| 17y)  vxye))
- Una condici6 suficient per Pexistencia de A" és que A sigui acotat (= continu).

A: acotat=>la “forma ” (?( | A( )) és continua, Vxe,= EIE(;() €, tal que

(i | /21( ))= (2(;() | ) = definim A% = Z(g): A" és I'operador adjunt de A.

/*4+

- Si A ésacotat= A" és acotat i ‘ZHAH

pe
A" és acotat

i<

f= (121+§|}1+§):‘(§ | /Lér;c)s [k A

s

SE

a

=

A

A+

A

A

—
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A8 = (Ax) Az)= v ) o A < a2 < ) o)) s =
A<=l 1=

- Propietats
y (=4

b (a+B) =27 +B

e) A invertible i A" acotat=> (/Qﬁ Tl = (zzlfl)k

D (&)= %)

Af = A",
Corol‘lari: en una base ortonormal ¢ 7
A=A

OPERADOR AUTOADJUNT O HERMITIC (O HERMITIA)

Un operador A és antoadjunt si A= A"

- Propietats:
a) 0,1 sén hermitics.
b) Si A i B sén hermitics= A+ B és hermitic.
o A positiu; A rea/=> A positiu.
d) A i B hermitics= AB hermitic si  només si [A,B] =0.
e) A hermitic i invertible=> .4~": hermitic.

f) A: acotat=> A = IZIR + 2;211 amb /A4R,1A4] hermitics
. 1(~ .\ » 1(~ =«
{AR = 5 (A + A" ): A, = 2—(/1 - A" )} Descomposicio  “cartesiana”  d’'un
i

operador acotat.
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*

2) A hermitic= <§‘/Al§7> = <}7

2&>

Corol-laris:
1. (%|A%)=real, VX e,

2. En una base orfonormal A,; = A} (A=A".
OPERADOR DEFINIT POSITIU
Un operador és definit positin si és hermitic i (%] AX)>0, Ve, (x#0).

[Si canviem la condici6 >0 per =0 Poperador és de dimensio sewi-positin o no
negatiul].

- Propietats:
a) 1és positiu, 0 és no negatiu.
b) A, B positius = A+B positiu.
o) A positiu; A real positin=> A positiu.

d) A qualsevol operador que tingui adjunt=> AA" o negatin (també
A" A no negatiu).

e) A, B positius i [/AI,B]: 0= A0B positiu (demostraci6 trivial).

f) A positiu:>SA positiu tal que $§=A4 (demostracié no trivial):

§=va

OPERADOR UNITARI

Un operador U és unitari si és invertible i conserva les normes: HU)?H = ||§( , VX €,.

- Propietats:
a) U unitari= U™ unitari

b) U unitari= U acotat i HU” =1

o) Uunitaries> U™ =U"

VI
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R U invertible U invertible
unitari < . = A A =
KI=[os) vz T |&1%)= (0x 0= v
[?inVAertible - O =t
U+U

d) U, IV unitaris= U o]/ unitari .
¢) U unitarii |[4|=1= AU unitari.

f) Si dimensi6 finita i la base és ortonormal = U,; ¢és una matriu de files i

columnes ortonormals.

OPERADOR ANTI-UNITARI

Un operador A és anti-unitari si és anti-lineal, invertible i HA;(H = ||§ , VX e,

- Propietats:
e

b) (/21§|12_l)7)= (§|*)* =(}7|§) [demostracié: aplicar definicié als vectors
X+yix+iy].

¢) A antiunitari=> A unitari.

PROJECTOR (o operador de projeccio)

5 ‘ o . .. Ip2_p_pt
Un operador P és un projector si és indempotent i hermitic: |2~ =P =P

- b projector => P acotat amb HPH =lo HPH =0 (HPH =0 unicament quan P= 0)

Q\/__/
real

x| = [Px | pr = (%|P*%) = (x| Bx)= (Wl = 3] < =l =

P és acotat -
=[Pt

=1

que verifiqui

il

Si P#0, considerem

=g 0 i3 <[z 1[I

VIl


mailto:oscaralex@funciogamma.edu.pl

III. OPERADORS LINEALS oscaralex@funciogamma.edu.pl

A

- P projector <> (1 — P): projector.

- Subespai de projeccid corresponents a un projector P és la imatge de tot I'espai , pel

projector: IS(H) = {Sf |IxeH: %= 5’7} ="’subespai de projecci6 de P>

A

a) xeDP(H) siinoméssi Px =%

(=) xeP(H)=>3z|%=Pz= PR=PP2=ri=%
(<) trivial

b) Considerem el subespai P(H )l (és obviament un subespai zancat):

i

GIS(H)L siinoméssi PX=0
B(H) & (%] 55)=0,V5 e, o (P |5)=0,V5 e, i =0

9 P(H) =(i-P)(H)

k=% o ([i-Pk=x o xecli-P)

%l
m
,’Ef
=z

r
B
;{>
o)
0
Hi

|
7

Corol-lari: IS(H) = (1 - P) (H)l =subespai tancat.

d) Donat un subespai fancat M , existeix un (Gnic) projector P tal que
P(H)=M.

M :  subespai tancat=,= MO M" = Vz e, X=X, +X,.
eM  em*

(descomposicié tnicall).

Aixi, cada projector P defineix un espai de projeccié (tancat).

Aix{i cada subespai tancat M defineix un projector, I'espai de projeccio
del qual és M .

= [Cada projector ve identificat pel seu espai de projeccié ]

- En general, el producte de dos projectors, P, i P, o és projector.

B T T N T T NN
A A .

N . N . 5 D . . A
~ La condici6é necessaria i suficient per que P, o P, sigui projector és que |P,P,|=0 -

.
» (trivial). ,
) )
N N N T N T N T N N N T N T N T T T

A A A

En aquest cas: P, 0132(H)= 1(H)ﬁP2(H)

Vil
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(o) %€ B N B(H)= B(Bx)= Br-%= % € BE(H)= B(H) B(H)
c P1 y H)

- Dos projectors P, 1 P, és diu que sén ortogonals si ho son els espais de projeccio

respectius. Escriurem B 1P < B(H)LE(H)

>\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

7 La condici6 necessaria i suficient per que P, L P, és que FoP, =0 \= PP =0).
R T T T T N T T N T

O:(ﬁ1ﬁ2§|§’):(ﬁ2§ |131§’)’ VX.y €, 131(H)J—P2(H)

- Donats dos projectors P, i P, direm que B <P, si B(H)< B(H)

T T T T T T N T N N T T e e T T N SN

~ La condici6 necessaria i suficient per que P < P, esque AP, =P, (= PP, =0).

S
s
s
s

.
T T T N T T T

B <h=>McM=VRe: X=Xy, +X =%, + X
2

X +XM%

XM} dinsde M, T Xt

dinsde My

() = Bb(= B2 )= B(H)= BB, (H)=A(H)A B(H)= B(H) < B(H)= B < B,
projector

2. TEOREMES DE VALORS I VECTORS PROPIS.

- Donat un operador A direm que A és un valor propi de A i X el corresponent

vector propi si AX = AX.

- El conjunt de vectors propis corresponents a un determinant valor propi A és un
subespai que denotarem per M, (subespai propi).

M, = {&| A% = J%}=Ker (- 1)

- El problema de trobar els valors i vectors propis ¢és, en general, complicat i no
sempre té soluci6 (hi ha operadors que no tenen valors propis).

La estratégia a seguir quan la dimensi6 és finita és resoldre equaci6 caracteristica:
det(A—A1)=0. Aquest procediment no és utilitzable quan la dimensié de Iespai
és infinita i s’ha de recorrer a altres métodes.
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Si dim, és finita, tot operador A té, almenys, un valor propi i un vector propi
associat.

det(A—A1)=0 té sempre solucié=> (A~ A1)& =0 té solucié no trivial.

TEOREMES DE VALOR PROPIS

a) Si A és acotat=>FEl conjunt dels valors absoluts dels seus valors propis és acotat.

A, = valors propisde A }AS&Z _ A% /25% Az ] =|4]% |-
X, = vectors propiscorresponents a A, ——
<
Sl
e
b) Si A és hermitic=>FEls seus valors propis son reals.
A = valor propi (i | /21)2): (i | ﬂi) = /1”)2”2 = 7
X = vector propicorresponent | — (A* | ;(): (ﬂg | ;() - ,1*”;(”

o Si A és definit positiu=>Els seus valors propis son positius.

A =val | :
T veorpropt } 0< (& %)= ] %)= A5]* —>
X = vector prop1 Correspoﬂeflt

d) Si U és unitari= Els seus valors propis son de #odul 1.

A = valor propi } (Ui | U;‘): (2% | %)= j“2”;(”2 -

X = vector propicorresponent | _ (;( | ;() — ”;(”2

N |ﬂ|=l

s o , [ s = ax () = g ()=
e) Si A és antiunitari=> No t¢ valors ni vectors propis .
= 1" A% # A(px)

5

) Si P és un projector=>Els seus valors séon 0 1 1 []SSE = JX.. ]:> A=0,1

TEOREMES DE VECTORS PROPIS

a) Si A és hermitie=>Els vectors propis corresponents a valors propis diferents son

ortogonals.
Ax=2x| (%] Ay)= u(x|¥)= 4%
- X}:(Xtay)# “ |QY)Q( X|y)}:(/1—ﬂ)(§§r)0:>§J_§r
Ay=py) =2[E[y)=Ax|¥) %
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b) Si U és unitari=Els vectors propis corresponents a valors propis diferents son
ortogonals.

T S
eA(z15) = (315 X|y)=0=>%xly

Gy oty T = ORI =Rly) [T EYTIE LY
#1

Corol-lari: S1 , és un espai de Hilbert separable el conjunt de tots els valors propis d’un
operador hermitic o unitari és finit o infinit numerable(V).

c) Sigui A un operador bermitic o unitars, siguin M, cls seus subespais propis, sigui
M=M, ®M, ®...=M, (BEvidentment, M ¢&s invariant sota A):> M* és

també invariant sota A.

Sigui X € M, y € M~ (atbitraris).

A A A

. Si A é hemitc | %|AF |=|J&|§ |=0, VieM,
& % == 7
eM ot M

Vy e Mt =| Ay e M+ vy e M*

2. Si A és unitari (= bijectiu): VX e M, 3% e M | % = A’

X
o]
M oyt eM eM

S I T I
Ay |=|ZXlA4y = £
\/L eM

y |=0,VxeM,Vye M =
[
M*

[SHLY

[

Ay e M+ Yy e M*

- Corol*lari: Sila dimensié és finita tot operador hermitic o unitari és diagonalitzable.

M*no pot ser diferent de {6} ja que hauria de ser de dimensi6 finita i, per

tant hauria de contenir almenys un vector propi de A (restringits a M l).

NOTA SOBRE ELS VECTORS NO ACOTATS: A la practica s’utilitzen alguns

operadors no acotats a I'espai (de vegades ni tan sols definits a tot ,) tots els resultats
anteriors son essencialment correctes restringits als corresponents dominis de definicié i de
continuitat. Encara que s’ha de refinar convenientment els enunciats d’alguns teoremes.

Xl
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(V) Demostracid de gue en un espai de Hilbert separable tot sistema ortonormal és numerable:
Si, és separable i {é’j} és una base hilbertiana tenim que <{El- }> és dens a ,. Pero
també tenim que <{éi}>g és dens a ,, ja que ho és a <{é’j}> [© dins a ’] A més a més

<{E[}> o és numerable, per ser O numerable.

Bl )

Considerem un sistema ortonormal 7o numerable {f] P } [ (q R )
Uﬂ |Uﬂ,' ZO,Vﬂil'

Calculem la distancia d(ﬁi,ﬁif)zuﬁl _ﬁA’H :\/1"‘1"‘(61 |fJﬂ')= J2.
=0

Considerem les bols obertes B(fj b\/E% j =B,, B, és la infinitat no numerable

de boles obertes disjuntes. [Son disjuntes ja que si

icB, NB, =d0,0,)< d(ﬁ,ﬁﬁ)+d(5|fji,)gg+g:§ =

(0 }:f U,)< \/54 (absurd)].
2

Dins de cada bola B, hi haura algun element de <{_e'j}> 0 (dens)= <{Ej}> o Do

numerable (absurd).

= Tot sistema ortonormal d’un espai de Hilbert separable és successivament
numerable.

Xl
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